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Motivace

e At f: D C R? — R pfitazuje bodiim na map& D nadmo¥skou vysku.

@ V mapé se vyddme z bodu a rovnomérné p¥imocate rychlosti v. Jaka
bude okamz?itd zmé&na nadmortské vysky v bodé a?
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Motivace

e Zkonstruujeme ,prifezovou funkci* ¢(t) = f(a + tv).

@ Okamzitd zmé&na nadmotské vysky v bodé& a pfi rovhomé&rn&
pfimocarém pohybu rychlosti v je

¢'(0) = lim 2

Martin Bohata Matematicka analyza 2 Smérova a parcialni derivace 3/21



Smeérova derivace

Definice (smé&rova derivace)

At f: D CR™ — R™, a je vnitfni bod mnoZiny D a v € R™. Vektor
Vo f(a) € R™ se nazyvd smérova derivace (¥adu 1) funkce f v bodé a
podle v, jestlize

Y, f(a) = lim 2@ 10) = fla)

t—0 t

Ma-li f v n&jakém bod& smérovou derivaci (fddu 1) podle v, potom se
funkce

Vof iz Vyf(x)

nazyva smérova derivace (¥adu 1) funkce f podle v.
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Smeérova derivace

@ PoloZme ¢(t) = f (a + tv). Potom

Vof(a) = lim M

Y
150 t - CP (O)u

kde ¢'(0) = (£1(0), - ., 1, (0)).
o Existuje-li smé&rova derivace V,, f(a), pak je uréena jednoznacné.
o Vyf(a)=(Vyfi(a),...,Vyfm(a)), ma-li jedna ze stran rovnosti

smysl.
e Vof(a)=0.
e Funkce f(x) = ||z je spojita, ale nema smé&rovou derivaci v bodé& 0

podle Zadného vektoru v # 0.
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Smeérova derivace

P¥iklad
Q@ At ce R™ a f(x) = c. Potom pro kazdé v,z € R" je

Vof(z) =0.

@ Mgjme funkci f(z,y) = —2 — 4y? a vektor v = (vy,v2) € R2. Potom
Vo f(z,y) = —2zv; — 8yva.
Specialné

Vi f(2,1) = =8,
Vi f21) =4
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Smeérova derivace

Tvrzeni (smé&rova derivace a aritmetické operace)

Necht rediné funkce f a g maji smérovou derivaci v bod& a podle v.

Potom

Vo (f +9)(a) = Vyf(a) + Vug(a);

Vo (f9) (a) = [Vy f( ) g(a) + f(a) [Veg(a)l;
@ je-lig(a) #0, pak

oo [Vef(a)]ga) — f(a) [Vog(a)
Vgl = g(@)? |

Diikaz: Viz prednaska.
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Smérova derivace vyssich radi

Definice (smé&rova derivace vys3ich ¥adu)
At f: D CR" — R™,
Q Je-li k > 2 ptirozené &islo, vy, ...,vr € R™ a a je vnitfni bod
defini¢niho oboru funkce V,, | ...V, f, potom se vektor

Vo --- Vo, f(@) ==V, (Vo,_, .- Vo, f) (@)

nazyva smérova derivace funkce f ¥adu k v bodé a podle v, ..., vg.

@ Existuje-li v n€jakém bod& smérova derivace funkce f ¥adu k podle
v1,...,V, € R™, potom funkci

Vo, - Vo, frx—Vy ...V f(x)

nazyvame smérovou derivaci funkce f ¥adu k podle vy, ..., vg.
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Smérova derivace vyssich radi

@ Znaceni:
o V) f(a):= f(a) pro kazdé h € R".

o Vi f(a) ... sm&rové derivaci ¥adu k € N v bod& a podle
V1 :h,...,vk:h.

@ Pozdéji si ukdZzeme, Ze obecn& neplati rovnost mezi V,,V, f(a) a
VoV f(a).
P¥iklad
UvaZme funkci f(x,y) = —2? — 4y%. JiZ vime, Ze pro v = (v1,v2) € R? je
Vof(z,y) = —22v1 — 8yva. Pro w = (w1, ws) € R? proto je
VuwVaof(z,y) = —2v1w1 — 8vaws.

Specidlné
Vi f(z,y) = =20 — 803,
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Je smérova derivace V, f(a) linedrni vzhledem k v?

Pro funkci f(x,y) = —2? — 4y? je pro kaZdé (x,y) € R? zobrazeni
v = (v1,v2) = Vo f(z,y) = —2z01 — 8yvs
linearni. Je to obecny jev?

Tvrzeni (homogenita smé&rové derivace vzhledem k v)

At o € R a vektorovd funkce f md smérovou derivaci v bod& a podle v.
Potom

Vavf(a) = aV,f(a).

Diikaz: Viz prednaska. |
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Je smérova derivace V, f(a) linedrni vzhledem k v?

Priklad
Necht v = (vy,v2) € R? a

AV () #(0,0)
x,y) =1 Tty
f@y) {o, (,y) = (0,0).

Potom )
A je-li v € R a vy # 0;

Vo f(0,0) = { v2’
of(0,0) {0, je-livg €R a vy = 0.

Tedy v € R? + V,,£(0,0) nenf linedrni zobrazeni.
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Parcidlni derivace — motivace

Umluva

Pokud nefekneme jinak, budeme pod symbolem e; rozumét i-ty vektor
standardni baze v R". Tedy

e1 = (1,0,...,0),es = (0,1,0,...,0),...,en = (0,...,0,1)

e Ukazali jsme si, Ze v — V,, f(a) neni obecné linedrni zobrazeni.
o Pozdgji viak uvidime, Ze pro ,hezké" funkce je v — V, f(a) linedrni.

e Pokud v — V, f(a) je linedrni, pak pro v = (v1,...,v,) je

Vof(a) =) viVe, f(a).
=1
Martin Bohata
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Parcialni derivace

Definice (parcidlni derivace)

Necht f: D CR™ — R™ a a je vnitfni bod mnoZiny D. Smérova derivace

Ve-f<a) — lim f((ll, ey Qi—1,04 +t7 Ai41, - - '7an) - f(a’)
‘ t—0 t

se nazyva parcidlni derivace (¥adu 1) funkce f v bodé a podle i-té
proménné. Misto Ve, f(a) piseme chfi(a)' kde x; ozna&uje i-tou
proménnou funkce f, a v takovém p¥ipadé &asto mluvime o parcidlni
derivaci (¥ddu 1) funkce f v bod& a podle x;.

Ma-li f parcidlni derivaci v néjakém bodég, pak se

of of

()

nazyva parcidlni derivace (¥ddu 1) funkce f podle i-té promé&nné (p¥ipadné
parcialni derivace (¥adu 1) funkce f podle z;).

v
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Parcialni derivace

e Alternativni znaZeni g—i(a): 0z, f(a), 0;f(a), f,,(a) apod.
o Existuje-li parcidlni derivace, pak je urtena jednoznalné.

o Je-li f: D CR — R redlnd funkce jedné redlné proménné x, pak

of .
() = f'(a).

@ At fi,..., fm jsou slozky vektorové funkce f : D C R" — R™.
Potom of o/ o/
1 m
= (G ).

ma-li jedna ze stran rovnosti smysl.

o Je-li f: D CR — R™ vektorova funkce jedné redlné proménné z,

pak misto g—i(a) piteme f'(a) (p¥ipadng %(a)). Z¥ejmé

f'(a) = (fia), ..., fru(a).
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Parcialni derivace

Ptiklad
Pro f(t) = (t,1%) mame
F(t) = (1,2).

Pyiklad
Je dana funkce

flz,y) =2 = 3y° + 2y,

Potom
of
of

%(‘T’.?y) =2z + 41‘3y37

8—y(3}, y) = —9y? 4 34y
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Parcialni derivace

Priklad
Je-li
e2x-i-y
flz,y) = ;
Yy
pak
af 2
_ 27+
5g DY) = - oy,
ﬁ y—1 2z+y
a ( I ) 2 € ‘
Yy y
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Parcialni derivace vyssich fadi

o

Definice (parcidlni derivace vy3Sich ¥adi)

At f:DCR" - R™ keNaiy,...,ip €{1,...,n}. Potom parcidlni

derivace funkce f ¥adu k v bodé a podle z;,, ..., z;, je vektor

o~ f

(a) :=Ve, ...Ve, fla).

Existuje-li v néjakém bodé& parcialni derivace funkce f ¥adu k podle
Tiy, .-, T;,, potom funkci

0'f C T 0'f ()
nazyvame parcidlni derivaci funkce f ¥adu k podle z;,, ..., x;, . )
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Parcialni derivace vyssich fadi

Terminologie a zna&eni:
@ Misto ,parcidlni derivace ¥adu k" ¥ikdme také k-ta parcialni derivace.
@ SmiSenou parcidlni derivaci rozumime parcialni derivaci, ve které
derivujeme alespori podle dvou riiznych promé&nnych.

o Misto N
o' f
5 5 (a).
T, .. 0Ty,
miZeme také psdt Oy, ...0s, f(a), fzil-..xik (a) apod.
@ Pokud se bezprostfedné za sebou opakuje derivovani podle jedné a
téze proménné, zapis Casto jesté zkracujeme. Naptiklad

of o f

e - < — 2
20w0wdyds &Y D) T Graaayes Y P = 0:0:0,0:F (2,4, 2).
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Parcialni derivace vyssich fadi

Pyiklad
Je dana funkce

Potom

f(z,y) = e"siny

0% f -

8.%'2 ([Ea y) = € sl y7

0% f -

7 (z,y) = —€"siny,
0% f -
8ya%,(w,y) = e” cosy,
0% f .
axay(x,y) =e"cosy
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Zaménnost parcidlnich derivaci

P¥iklad
At
xy3 —x3y
fla,y) = 22 1y2 pro (x,y) # 0;
’ 0, pro (z,y) =
Potom an an

Véta (Schwarzova véta)

At f:DCR* R ai,je{l,...,n}. JestliZe existuji 0°f

92f

O0x;0x; 4 Ox;0x;

na néjakém okoli bodu a a jsou spojité v bodé a, potom
0% f a) = 0% f a)
8Ija£€i a a’L’Zax] ’

v

Diikaz: Vynechdvame.
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DileZité rovnice (nejen) ve fyzice

© Laplaceova rovnice:

Au =0,
2 2 .. o [
kde A := % + -+ 8‘9? se nazyva Laplaceliv operator.
1 n
@ Rovnice vedeni tepla (nazyvand také rovnice diftize):

ou

— —kAu=0
ot ’
kde k£ > 0.
© Vinova rovnice: )
Fu
@ — C A'LL = O,
kde ¢ > 0.
Martin Bohata Matematicka analyza 2 Smérova a parcidlni derivace

21/21



