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Funkce t¥idy C*

Definice (Funkce t¥idy C*)
At ) C R"™ je otevfend mnoZina.
@ Rekneme, e f: Q — R™ je t¥idy C°, jestlize f je spojita.
@ Necht k € N. Rekneme, 7e vektorova funkce f: Q — R™ je tidy CF,
jestlize v8echny jeji parcidlni derivace ¥adu k jsou spojité.
© Rekneme, 7e f: Q — R™ je t¥idy C°, jestlize f je t¥idy C* pro
kazdé k € Ny.
Q@ At QC M CR™a ke NgU{oo}. Rekneme, ¥e funkce f : M — R™
je tridy C* na Q, jestlize funkce flq je t¥idy C*.
MnoZina viech funkci f : Q — R™ t¥idy C*, kde k € NU {o0}, se znadi
symbolem C*(Q;R™). Je-li m = 1, pak misto C*(£2; R) pieme jen Ck(Q).)
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Funkce t¥idy C*

Alternativni nazvoslovi:

Funkce t¥idy C! (na Q) ... spojit& diferencovatelnd funkce (na ().
Funkce tfidy C* (na Q) ... k-krdt spojité diferencovatelna funkce (na ).

Priklad
@ Polynomy jsou funkce t¥idy C°.
@ Racionalni funkce jsou funkce t¥idy C°.

@ At fo(z) = |z| a pro kazdé k € N polozime

filz) = /0 O

Pro kazdé k € Ny je fi : R — R funkce t¥idy C*, ale neni t¥idy C**1.
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Funkce t¥idy C*

Plati:

o Vektorova funkce je t¥idy C* na Q pravé tehdy, kdy? vechny jeji
slozky jsou t¥idy C* na Q.

C®(Q) C---cCH)co Q) c---ccl() c o)
o At f,g € C*(Q). Potom f + g € C*(Q2) a fg € C*(9Q). Jestlize navic
g nenabyva nuly v 2ddném bod& mnoZiny 2, pak % c CH(Q).
o Jestlize Q C R™ a G C R™ jsou oteviené mnoziny, g € C*(Q;R™),
f € Ck@)ag(Q) CG, potom foge CFQ).
o Jestlize k,1 € N spliiuji 2 <[ < k, potom parcialni derivace ¥adu [

funkce f € C*(Q) nezavisi na potadi prom&nnych, podle kterych
derivujeme.
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Taylorliv polynom

Definice (Tayloriv polynom)

At k€ Ny a f je redlna funkce t¥idy C* na n&jakém okoli bodu a € R™.

Polynom
k

Ti(w) = 3" 5V af(a).
i=0

se nazyva Tayloriv polynom ¥adu k funkce f v bodé a.

At f je redlna funkce t¥idy C* na n&jakém okoli bodu a € R™.
@ Pro kazdé h € R" je
Vif@= Y hiehy ot (0
h e TR Oy Oy
Q1 yeeylfg=

@ Riznych parcidlnich derivaci ¥adu k funkce f v bod€ a je (":ﬁ;l)
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Taylorliv polynom

Definice (Hessova matice)

At redlnd funkce f je t¥idy C? na n&jakém okoli bodu a € R™. Ctvercova
matice

9?2 9?2
Té‘(a) o gt—(a)
Hy(a) = : . :
0?2 0?2
et —(a) ... ﬁ(a}

se nazyva Hessova matice funkce f v bodé a.

@ Hessova matice je symetricka.

o Je-li f redlna funkce t¥idy C? na n&jakém okoli bodu a € R", potom
s vyuzitim sloupcového zapisu vektorii miizeme pro kazdé h € R" psat

Vif(a)=h-(Hf(a)h).
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Taylorliv polynom

Taylorlv polynom T}, ¥adu k € Ny funkce f v bodé a je

n 8f 1 n 82f
Ti(w) =f(a)+_ (wi—ai) g (@) 45 D, (i) (v~ a)) 55— (a)
i=1 ! i,j=1 B
1 & 0
retg, o e ) g
Specidlni p¥ipady:
o
To(z) = f(a)
()

Ti(z) = f(a) + (z — a) - V(a).

@ Piseme-li vektory do sloupce, pak

Ty(z) = f(a) + (z —a) - Vf(a) + % (z —a)-(Hy(a)(z - a)).
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Taylorliv polynom

P¥iklad
Je dana funkce f(x,y) = In(1 + x + 2y). Prvni t¥i Taylorovy polynomy
funkce f v bod& a = (0,0) jsou

TO(-ZU,Z/) = 07
Tl(if,y) =T+ 2y7

1
To(x,y) =2 +2y — -

5 (:c2 + dxy + 4y2) .
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Taylorliv polynom

P¥ipomeiime, ¥e pokud f je redlna funkce jedné prom&nné tfidy C**1, kde
k € Ny, na néjakém okoli bodu a, potom

B 4)(g Y
fa) =Y o f e - o,

kde £ je bod leZici v otevieném intervalu s krajnimi body a, x a klademe
(r—a) =1.

Bod ¢ Ize vyjad¥it ve tvaru € = a + A(x — a) pro n&jaké X € (0,1).
PoloZime-li navic h = = — a, pak

k .
S a) s fE @+ AR)
f(“h)_lz; Tt ey

pro n&jaké \ € (0,1).
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Taylorliv polynom

o Necht x,y € R™. Usetka s krajnimi body « a ¥ je mnoZina
seg (z;y) ={dx+ (1 -Ny|Ae[0,1]}.
Veéta (Taylortv vzorec s Lagrangeovym zbytkem)
At k € Ny, Q CR" je oteviend, a € 2, h € R" aseg(a;a+ h) C Q.

Jestlize f je redlnd funkce t¥idy C*+1 na Q a T, je Tayloriiv polynom Fadu
k funkce f v bodé a, potom

1

fla+h)=Ti(a+h)+ Gt 1)l

Vit f (a+ Ah)

pro n&jaké A € (0,1).

Dikaz: Viz prednaska. |

@ Specidlné pro kK = 1 miZeme zavér predchozi véty psat ve tvaru:

fla+h) = fla)+h-Vfla)+ %h - (H{(a + A)h).
pro n&jaké \ € (0, 1).
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Taylorliv polynom

Priklad
Je dana funkce
f(z,y) = In(1 42 +2y).

Potom pro kazdé h = <§) € R? spliiujici 1 + 2 + 2y > 0 existuje
A€ (0,1) tak, ze

fO+h)=f(z,y) =x+2y+ Ry(z,y),
kde 1 .
Protoze pro x + 2y > 0 je

[Rp(R)| < 2|7,

obdrzime naptiklad f (15, 55) ~ £ a | Ry (15 35)| < 595 < 25-

v
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Taylorliv polynom

V&ta (Taylortiv vzorec s Peanovym zbytkem)

At k €N, Q CR" je oteviend a a € Q). Jestlize f je redlnd funkce t¥idy
C* na Q a Ty, je jeji Tayloriiv polynom Fidu k v bod& a, potom existuje
funkce w : R™ — R tak, Ze flbin})w(h) =0 =w(0) a pro kazdé

%

he{x—a|xzcQ} plati

fla+h) =Ti(a+h) +|h|" w(h).

Dikaz: Vynechdavame. |
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Véta o implicitni funkci — motivace

Mé&jme dénu rovnici
2?4y = 1.
At M je mnoZina vdech jejich YeSeni.
@ Mnozina M neni grafem Zadné redlné funkce jedné proménné x.
@ Je mnoZina M alespori lokdln& grafem né&jaké redlné funkce jedné
proménné 7
@ Na okoli bodii (—1,0) a (1,0) nelze M popsat grafem zadné funkce
proménné .

Na okoli bodu (0,1) miZeme psit y = V1 — 2.
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Véta o implicitni funkci

Vé&ta (o implicitni funkci)
At Q C R™! je otevFend, k € NU {oc} a f(x1,

funkce t¥idy C* na ). Predpoklidejme, %e bod (a,b) € ) spliiuje

Q f(a,b)=0

@ 5L(a,b) #0.

Pak existuji U(a) C R™, U(b) CR a g € Ck(U(a)) tak, Ze

Q@ Ula) x U(b) €&,

@ {(z.y) €eUla) xU D) | f(z,y) = 0} ={(z, 9(z)) |z € U(a)},
o

pro kazdé x € U(a) a kazdéi=1,...

S Tn,y) = f(,y) je

Diikaz: Vynechdvame.
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Véta o implicitni funkci

@ Lze dokdzat i ,vektorovou verzi" véty o imlicitni funkci.

@ Vzorec
09 (o) — _ 51 (®:9()
O af(cc g9(x))

je jednoduchy disledek tetizkového pravidla.
P¥iklad
Je dédna funkce f(z,y) = (22 — 1)% + y2. Ztejmé
M = {(z,y) € R?| f(z,y) = 0} = {(~1,0),(1,0)}.

neni lokaln& grafem zadne funkce t¥idy C'*°. To neni spor s Vétou o
implicitni funkci, nebot 2 ( 1,0) = 8f(l 0) = 0.
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Véta o implicitni funkci

Necht f € CY(Q), a € Q, Vf(a) #0a M =lev(f; f(a)).
e Vektor V f(a) je vektor kolmy k M v bodé a.

@ Tecnd nadrovina k M v bodé a je nadrovina popsana rovnici

Vf(a):(x—a)=0.

P¥iklad

At f(x,y) =22 —y? a a = (2,1,3). Tetnd rovina ke grafu funkce f v
bod& a je te¢nd rovina k hladin& funkce g(x,y, z) = f(z,y) — z vy3ky 0.
Jeji normélovy vektor je

Vo(a) = (G, Gl 1), 1) = (4,-2,-1)

coz souhlasi s na&i definici te¢né roviny ke grafu funkce.

v
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Véta o implicitni funkci

Priklad
Tecnd rovina k elipsoidu

M = {(x,y,z) cR3

v bod& (3, —1,—2) je rovina o rovnici

S S DRI
60 YT AT
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Véta o inverzni funkci

Kdy Ize funkci t¥idy C* alespoii lokaIn& invertovat tak, aby inverze byla
opét t¥idy C*?
Véta (o inverzni funkci)

At Q C R" je oteviend, f € C*(;R™) pro n&jaké k € NU {+oc}, pro
néjaké a € Q) je J¢(a) invertibilni (tj. det J¢(a) # 0) a b= f(a). Pak
existuji oteviené mnoZiny U a V' v R" tak, Ze

Q@acU,beV, fjeprosté nalU a f(U)=V;

Q je-lig:V — R" inverzni zobrazeni k f|y, pak g € C*(V;R™) a navic

Tg(b) = [J¢(g(b)] "

Dikaz: Vynechavame. |
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Véta o inverzni funkci — zdména proménnych

Necht ¢ >0, f € C?(R?) a @ : (t,z) € R? = (2 + ct,x — ct).
o & :R? — R? a jeho inverze ®7! : R? — R? jsou t¥idy C'°.
@ Polo¥me g = fo® ! :R% - R2 Pak g je tfidy C?, f=go® a

O?f 5 [0% d*g g
a2 = ou?  ovou T 002
82f 629 629 629

2 —_
or  oul + Ovdu + v

Tedy gt{ =c g na R? pravé tehdy, kdyZ 5 Q = 0 na R%. Obecné ¥edeni
vinové rovnice
Pf_ 20

oz~ 0a?
na R? proto je
ft,x) = p(z+ct) +¢Y(z — ct),
kde p,7 € C%(R) jsou libovolné.
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