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Minimum a maximum funkce

Definice (Minimum a maximum funkce)

At f:DCR" = RaMC D. Rekneme, ¥¢ a € M je bod minima (resp.
bod maxima) funkce f na M, jestlize pro kazdé x € M je f(a) < f(x)
(resp. f(a) > f(x)). Je-li @ € M bod minima (resp. maxima) f na M,
pak hodnotu f(a) nazyvdme minimem (resp. maximem) funkce f na M.

Pozndmka:
@ a je bod maxima f na M pravé tehdy, kdyZ a je bod minima —f na
M.
Terminologie a znadeni:
@ bod extrému funkce f na M ... bod minima nebo bod maxima.
@ extrém funkce f na M ... minimum nebo maximum funkce f na M.
@ mingeys f(x) ... minimum funkce f na M.
@ maxgeys f(x) ... maximum funkce f na M.
@ Ve vSech vySe uvedenych pojmech &asto vynechdvdme ,,na M*“,
jestlize M = D.
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Minimum a maximum funkce

P¥iklad
At f(x) = [l
© existuje pravé jeden bod minima f (na R™) a neexistuje Zzadny bod
maxima f (na R").
@ f ma v kazdém bod& M = {x € R"|||z|| = 1} minimum a také
maximum na M.
@ f nemd v zddném bodé M = {x € R™|0 < |||/} minimum ani
maximum na M.

Priklad

Funkce f nema bod minima.

v
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Minimum a maximum funkce

Definice (kompaktni mnoZina)

Mnozina M C R" se nazve kompaktni, jestlize je omezena a uzavfena.

V&ta (spojity obraz kompaktu)

Jestlize funkce f : D C R"™ — R™ je spojita na kompaktni mnoZiné
M C D, potom f(M) = {f(x)|x € M} je kompaktni mnoZina.

Diikaz: Viz prednaska. |

Vé&ta (Weierstrassova véta)

Jestlize funkce f : D CR™ — R je spojita na neprazdné kompaktni
mnoziné M C D, potom existuje bod minima a také bod maxima f na M.

Dikaz: Viz prednaska. |
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Lokalni extrémy

Definice (body lokdlniho extrému)

At f:DCR" > RaMC D. Rekneme, 2e a € M je bod lokélniho
minima (resp. maxima) funkce f na M, jestliZe existuje okoli U(a) tak, Ze
a je bod minima (resp. maxima) f na M NU(a);

Terminologie:
@ bod lokdlniho extrému funkce f na M ... bod lokdlniho minima nebo
bod lokalniho maxima.

Definice (staciondrni bod)

At funkce f je t¥idy C' na n&jakém okoli bodu a. Rekneme, %e a je
stacionarni bod funkce f, jestlize Vf(a) = 0.
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Lokalni extrémy

Véta (Fermatova véta)

ALQCR", feCYHN) aM CQ. Jestlize a € int (M) je bod lokdIniho
extrému f na M, pak a je stacionarni bod funkce f.

Dikaz: Viz prednaska. |

@ Fermatova véta davd podminku nutnou nikoli postalujici.
o Jestlize stacionarni bod funkce f neni bodem lokdlniho extrému, pak
ho nazyvame sedlovym bodem funkce f.
P¥iklad
Bod (0, 0) je sedlovy bod funkce f(x,y) = 2% — 32 }
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St¥ipky z linearni algebry

Znacteni:
e M, ,(R) ... mnoZina viech m x n redlnych matic.

e M, (R) ... mnoZina v8ech n x n redlnych matic.

At Q € M, (R).
@ Nenulovy vektor v € R™ nazyvame vlastni vektor matice @, existuje-li
A € R tak, Zze Qv = \v. Cislo A se nazyva vlastni &islo matice Q.

o Rekneme, Ye Q je symetricka, jestlize Q7 = Q.
o Je-li Q symetricka, pak v8echna jeji vlastni &isla jsou redlnd a existuje
ortonormalni baze v R™ tvofena vlastnimi vektory matice Q.
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St¥ipky z linearni algebry

Definice (definitnost matice)
At Q € M,,(R) je symetricka. Rekneme, e Q je
@ pozitivné (resp. negativng) definitni, jestlize pro kazdé € R™ \ {0}
je (Qx) - x > 0 (resp. (Qx) - x < 0);
@ pozitivné (resp. negativné) semidefinitni, jestlize pro kazdé x € R" je
(Qx)-x >0 (resp. (Qx) - x < 0);

© indefinitni, jestlize @ neni pozitivné semidefinitni ani negativn&
semidefinitni.

v

@ @ je negativné definitni (resp. semidefinitni) pravé tehdy, kdyz —Q je
pozitivn& definitni (resp. semidefinitni).

Martin Bohata Matematicka analyza 2 Extrémy funkei 8/23



St¥ipky z linearni algebry

@ @ je pozitivn& (resp. negativn&) definitni pravé tehdy, kdyz ma
vdechna vlastni &isla kladnda (resp. zaporna).

@ Q je pozitivng (resp. negativn&) semidefinitni pravé tehdy, kdyz ma
vdechna vlastni &isla nezdpornd (resp. nekladnd).

Pt¥iklad

Q Q= <(1) (1)) je pozitivng definitni.

Q Q= ((1) 8) je pozitivné semidefinitni.

1 0. . o,
Q Q= <O _1> je indefinitni.
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Lokalni extrémy a Hessova matice

Vé&ta (podminky optimality druhého ¥adu)

At Q2 C R" je oteviend, f € C?(Q) a a € ) je staciondrni bod funkce f.

@ Je-li a bod lokalniho minima funkce f, potom H ¢(a) je pozitivné
semidefinitni.

@ Je-li H¢(a) je pozitivné definitni, potom a je bod lokdlniho minima.
@ Je-li H¢(a) indefinitni, potom a je sedlovy bod funkce f.

v

Diikaz: Vynechdvame. |

e Je-li H¢(a) pozitivng semidefinitni, pak a nemusi byt bod lokaniho
minima (viz f(x) = 23).
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Lokalni extrémy a Hessova matice

P¥iklad

Je déna funkce f(x,y) = 23 — xy + 3. Stacionarni body jsou
@ (0,0) ... sedlovy bod;
e 1 (2,1) ... bod lokélniho minima.

PYedpokladejme, Zze I C {1,...,n} a Q € M, (R). Symbolem Q;
ozna&ime matici, kterd vznikne z @ vynechanim vSech ¥adki a vsech

sloupctli indexovanych prvky z mnoziny {1,...,n}\ I.
P¥iklad
1 0 -3 L s
AAQ=10 -1 2 | Potom Qo3 =Q Q3 = <_3 0 ) a
-3 2 0
Q= (-1).
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Lokalni extrémy a Hessova matice

Véta (Sylvesterovo kritérium)
At Q € M,,(R) je symetrickd.
© Q je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyZ pro kazdé k € {1,...,n} je
det Q >0, kde I, = {1,...,k}.
@ Q je pozitivné semidefinitni pravé tehdy, kdyZ det Q; > 0 pro kaZdou
neprazdnou mnoZinu I C {1,...,n}.

4

Dikaz: Vynechavdame. |

P¥iklad
Je dana funkce . )
flz,y,2z) = — +y2 + -4 zz.
T z

Jeji jediny stacionarni bod je (1,0,1). Jedna se o bod lokdlniho minima.
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Lokalni extrémy a Hessova matice

P¥iklad

Hledejme body extrémi funkce

flzy)=2’y—z—y
na

M:{(x,y)€R2|x20,y20,x+y§3}.

@ Body minima f na M jsou (3,0) a (0, 3).
@ Bod maxima f na M je jediny, a to bod (2,1).
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Konvexni mnoZina

Definice (konvexni mnoZina)

Mnozina C C R™ se nazve konvexni, jestliZze pro kazdé x,y € C je
seg (z;y) C C.

P¥iklad
O R" a ) jsou konvexni mnoZiny.
@ Intervaly v R jsou konvexni mnoZiny.
Q Je-li A e M, ,(R) abeR™, pak
M ={x e R"| Az = b}
je konvexni mnoZina.

Q@ Atr>0aacR" PakU(a;r) a Bla;r) ={z € R"||z| < r} jsou
konvexni mnoZiny.
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Konvexni funkce

Definice (konvexni funkce)

At f:DCR" —=RaC CD je neprazdna konvexni mnoZina. Rekneme,
Ze f je konvexni na C, jestlize pro v8echny A € [0,1] a @,y € C je

fOz+(1=Ny) <Af(x)+1=Nf(y).

@ Je-li f konvexni na svém defini¢nim oboru, pak kratce ¥ikdme, Ze f je
konvexni.

@ Funkce f se nazyva konkavni na C, jestlize —f je konvexni na C.
P¥iklad
At ¢ € R™. Funkce f(x) = x - ¢ je konvexni. J
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Konvexni funkce

Véta (body minima konvexni funkce)

Jestlize redind funkce f je konvexni funkce na C', potom kaZdy bod
lokdIniho minima f na C' je bodem minima f na C.

v

Diikaz: Vynechdvame. |
Vé&ta (konvexnost a Hessova matice)

Necht f je redind funkce t¥idy C? na otev¥ené konvexni mnoZiné Q C R™.
Potom f je konvexni na §) pravé tehdy, kdyZ H ¢(x) je pozitivné
semidefinitni pro kaZdé x € ().

Duikaz: Vynechavame. n
Priklad
@ Funkce f(z,y) = 2% — 2xy + 4y? je konvexn/.

Q At Q € M,,(R) je symetrickd a f(xz) = (Qx) - . Potom f je
konvexni funkce pravé tehdy, kdyz Q je pozitivn& semidefinitni.

Martin Bohata Matematicka analyza 2 Extrémy funkei 16 /23



Konvexni funkce

Priklad
At A € M, ,(R), b € R™. Potom
f(@) = | Az - b|?

je konvexni funkce.

Véta (stacionarni body konvexni funkce na otevfené mnozin&)

At f € C%(Q) je konvexni funkce na otevFené konvexni mnoZiné& ) C R™.
Pak a € Q je bod minima funkce f (na ) pravé tehdy, kdy? V f(a) = 0.

Diikaz: Viz prednaska. |
P¥iklad
Funkce
fla,y) =o' + 4
je konvexni tfidy C*°. M3 jediny bod minima, a to bod (0,0).
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Metoda nejmensich ¢tverci

At A € M, ,(R) a b € R™. Hledejme body minima funkce

[(@) = | Az b|*.

o Hleddme x € R" tak, aby vzdalenost mezi Ax a b byla co nejmensi.

o Ma-li soustava Ax = b Yeseni, pak mnoZina jejich fedeni se rovna
mnoziné viech bodid minima funkce f.

@ O bodech minima funkce f se ¢asto mluvi jako o FeSenich soustavy
Ax = b ve smyslu nejmensich ¢&tverci.

Tvrzeni

Ata € R", beR™ a A € M, ,(R). Potom a je bod minima funkce

f(x) =||Ax — bH2 pravé tehdy, kdyZ a je FeSenim soustavy rovnic
AT Az = ATb.

Dikaz: Viz prednaska. |
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Metoda nejmensich ¢tverci

P¥iklad
0 -1 1 3
. 1 0 -1 0 . _
At A = 11 HE b= 6 | ReSeni soustavy Ax = b ve
1 -1 0 -3
1
smyslu nejmensich ¢tverci je | 2
3
P¥iklad

Metodou nejmensich &tvercil prolozte body (—2,0), (—1,0), (0,1), (1,2),
(2,5) graf afinni funkce ax + (. Hledané parametry jsou a = g af= %.

v
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Vazané extrémy

Je dana funkce
flz,y) =y —2x
a mnozina
M ={(z,y) e R*|2? +4y* — 1 =0}.
Jak nalézt body extrému funkce f na M?
e Oznatme g(x,y) = 22 + 4% — 1.
@ V bodech extrému musi byt Vf a Vg rovnobézné.
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Vazané extrémy

Véta (Lagrangeova v&ta o multiplikdtorech)

Necht Q2 C R" je oteviend, f,g1,...,gr € CY(Q), kde k <n, a

M={xecQ|g(x)=0,...,9x(x) =0}.

Predpokladejme, Ze a € M je bod lokalniho extrému f na M a vektory
Vgi(a),...,Vgi(a) tvofi linedrn& nezavislou mnoZinu. Potom existuji
AL, ..., A\ €R tak, Ze

k
Vf(a) + Z )\ngi(a) =0.
=1

Duikaz: Vynechavame. n

o Cisla A,..., A\, z predchozi véty se nazyvaji Lagrangeovy
multiplikatory.
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Vazané extrémy

o L(x,A\) = f(x) + Zle Aigi(x) ... Lagrangeova funkce.
@ Bod x € Q2 je kandidat na bod lokdlniho extrému f na M, existuje-li
A € R™ tak, zZe

0Z 0%

aixl( JA) == axn(fﬂ ;A) =0
0% 0z
87)\1@’)\) 3)\1@ (T A) =

P¥iklad
At flx,y) =2 +y>a M = {xy 6]1%2‘(:0—1 —0} Bod minima je
ziejmé& (1,0), ale neexistuje A € R tak, Ze

V£(1,0) + AVg(1,0) = (0,0),

kde g(z,y) = (x — 1)2. To v&ak neni spor s Lagrangeovou v&tou o
multiplikdtorech, nebot Vg(1,0) netvo¥i linedrn& nezdvislou mnoZinu.

4
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Vazané extrémy

P¥iklad
At
f(x,y,2) =3x+ 3y + 8z

M= () €854 L7 1),
Bod 1(3,3,4) je bod maxima a —(3,3,4) je bod minima f na M.

P¥iklad

Najdéte délky x,y, z hran krabice tvaru kvadru tak, aby krabice méla co
nejvétsi objem za podminky, Ze obsah jejiho povrchu bez vika bude
12dm?. Hledané délky stran jsou z =y = 2dm a z = 1dm.
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