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Kvadr v R" a jeho objem

e At pro kazdé k € {1,...,n} jsou ay, by redlnd &isla spliiujici ap < by.
MnoZina

Q = [al,bl] X oo X [an,bn]
={(z1,...,2,) € R"|z1 € [a1,b1],...,Tn € [an, bn]}

se nazve kvadr v R™. Objem kvadru @ je redlné &islo
vol(Q) := (b1 —a1) - ... (by — an).
@ MnoZinu v8ech kvadri v R™ ozna&ime symbolem K.

P¥iklad
@ Q=1[0,0] x [0,0] =1[0,0]2 = {(0,0)} € K2 a vol(Q) = 0.
Q@ Q=101 x[0,2] x [0,3] € K3 a vol(Q) = 6.
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Lebesgueova vnéjs$i mira

P(R™) ... mnoZina v8ech podmnoZin mnoZiny R"™.
Definice (Lebesgueova vng&jsi mira)

Zobrazeni A} : P(R™) — [0, +00] dané pfedpisem

+00 +00
Ar (M) = inf {Zvol(Qk) Qr € K" pro kazdé k e Na M C U Qk}
k=1 k=1

se nazyvd (n-rozmérnd) Lebesgueova vn&jsi mira.
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Lebesgueova vnéjs$i mira
Tvrzeni (vlastnosti Lebesgueovy vn&jsi miry)
Necht M C R™.

@ Jelia € R”, pak (M + a) = \:(M).

@ Jeli N C M, pak \5(N) < X% (M).

Q \:(0)=o0.

Q Jestlize M je omezend, pak \;(M) < +oo.
© Jeli Q € K™, pak \:(Q) = vol(Q).

Dikaz: Jen body @ az @.

P¥iklad
Q Jestlize M C R™ je spotetnd mnozina, pak A} (M) = 0.
Q@ M\ (R") = +o0.
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Lze ,,objem" pFifadit rozumné kazdé mnozin&?

o Lze ukazat, Ze existuji disjunktni mnoziny M, N C R" tak, ze
No(M U N) # A3(M) + X (N).

Existuje v : P(R™) — [0, +00] tak, aby mnoZindm pfifazovalo jejich
»objem" a pfitom mélo rozumné vlastnosti?
Tvrzeni
Neexistuje funkce j : P(R™) — [0, +-o00] spliiujici

Q@ n([0,1]") =1,

Q@ u(M +a)=pu(M) pro kaZdé a € R" a kaZdé M C R™.

o “( ;r ) Zk > (My,), kdykoli (Mk) | je posloupnost po
dvou dIS_junktnICh podmnoZin mnoZiny R™.

Dikaz: Vynechdvame. |
@ Banachlv-Tarského paradox.
o Regeni problému s aditivitou: jen n&kterym mnoZindm pt¥iradime
~0objem*.
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Mé&Fitelné mnoziny

Definice (lebesgueovsky méfitelné mnoziny)

Rekneme, e mnozina M C R” je lebesgueovsky mé&Fitelnd, jestlize pro
kaZzdé € > 0 existuje oteviend mnozina V C R" tak, ze M CV a
A(V\ M) < e. MnoZinu v8ech lebesgueovsky méfitelnych mnoZin v R™
ozna&ime symbolem A™.

Tvrzeni (vlastnosti A")
Q Je-li M C R"™ oteviend, pak M € A™. Specidln& ) € A™.
Q@ Je-liM € A", pak R"\ M € A".
Q Jeli (Mk),':i? posloupnost prvki z A", pak UZS My € A™ a také
;:;.ol Mk e A",
Q Jestlize M,N € A", pak M \ N € A",
Q Jestlize M € R™ a N (M) =0, pak M € A™.

V.

Diikaz: Vynechdvame. |
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Lebesgueova mira

Definice

Zobrazeni \,, : A" — [0, +00] definované predpisem A, (M) = X\ (M) se
nazve (n-rozmérna) Lebesgueova mira.

Tvrzeni (vlastnosti Lebesgueovy miry)
Q \.(0)=0.
@ Jestlize M,N € A" a N C M, pak \,(N) < \p,(M).
© Jestlize (Mk);;’? je posloupnost po dvou disjunktnich mnoZin leZicich
VA", pak A (UR Mi) = Y32, A (M),
Q Jestlizea € R" a M € A", pak \p,(M + a) = A\, (M).
@ Jestlize M € A" je omezend, pak \,,(M) < 4o0.

v

Dikaz: Vynechdvame. |
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Mnoziny miry nula

Definice (mnoZina miry nula)

Rekneme, e M C R" je mno¥ina (Lebesgueovy) miry nula, jestlize
An (M) = 0.

e M C R"™ je mnoZzina miry nula pravé tehdy, kdyz A\ (M) = 0.

o Kazdd podmnoZina mnoziny miry nula je opét mnoZina miry nula.

Definice (pojem skoro viude)

At M € A™. Rekneme, e vyrokova forma V() plati skoro viude na M
(p¥ipadng pro skoro viechna @ € M), jestlize existuje mnozina N C M
tak, Zze A,(N) =0 a V(x) plati pro v8echna € M \ N.

Ptiklad
At f(z) = xg(z) a g(x) = 0. Pak f(z) = g(x) skoro viude na R.

v
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Mé&F¥itelné funkce

Definice (mé&Fitelné funkce)
At D C R™ a mno¥ina M C D je m&itelns. Rekneme, 7e f: D — R je
mé¥itelnd na M, jestlize pro kazdé a € R je

fH(a,+00))NM = {x € M| f(x) € (a,+00)} € A™.

P¥iklad
Funkce f = x,,; je mé&Fitelnd na R™ pravé tehdy, kdyz M € A".

Tvrzeni (vlastnosti méFitelnych funkei)
At funkce f a g jsou méfitelné na M C R™.
Q Funkce f+ g a fg jsou méfitelné na M.
@ Je-li g(x) # 0 pro vSechna « € M, pak funkce 5 Jje mé&Fitelnd na M.

© Funkce h = max{f, g} je méFitelnd na M.

v

Diikaz: Vynechdvame. |
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Mé&F¥itelné funkce

P¥iklad
Jestlize f je mé&Fitelnd na M, potom |f| je mé&Fitelnd na M.

Tvrzeni (spojitost implikuje méFitelnost)

Jestlize f je spojita na M € A", potom f je méFitelnd na M.

Dikaz: Vynechdvame. |

Tvrzeni

Necht M C D CR™ a M € A™. JestliZe f : D — R je méF¥itelnd skoro
vSude na M, pak f je méFitelnd na M.

v

Dikaz: Vynechavame. |

Definice (jednoduchd funkce)

Funkce f: D C R"™ — R se nazve jednoduchd, jestlize je méFitelnd na D a
navic f(D) = {f(x)|x € D} je konend mnoZina.
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Lebesgueliv integral

@ Konvence v této kapitole: 0 - (+00) = 0.

Definice (Lebesgueilv integral jednoduché nezdporné funkce)

At f: D CR"™ — R je jednoducha nezdporna funkce a M C D je
méFitelnd mnoZina. Potom Lebesguellv integral funkce f pfes M
definujeme p¥edpisem

/ F= Y (e n M)

cef( D)

P¥iklad
Q Jestlize M € A", pak [pn X5 = [y 1 = An(M). Odtud naptiklad
Jz X[0,400) — TOC 2 Jre X[o,1]x[0,2] = 2
Q Jestlize f = X[—2,9) T 2X[1,3)uja,6) POtOM Jrf=12.

© Jio1 Xpo,1jng = O- )

Martin Bohata Matematicka analyza 2 Lebesguetiv integral 11/25



Lebesgueliv integral
Definice (Lebesgueilv integral nezaporné méfitelné funkce)

At f je nezdpornd méfitelna funkce na M € A"™. Potom Lebesgueilv
integral funkce f pfes M definujeme predpisem

/ f::sup{/ g‘OgggfnaMag:M—HRjejednoduché}.
M M

@ Je-li f: D CR"™— R nezdporna méfitelnd funkce na D a M C D je
mé&Fitelna mnozina, potom [, f = [ fx),-

At f: D CR"™ — R. Potom definujeme funkce

[T i=max{f,0}
[~ =max{-f,0}
o Zvem& f=ft—falfl=f"+f".
o Je-li f mé&itelnd, pak f a f~ jsou mé&Fitelné.
Martin Bohata
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Lebesgueliv integral

Definice (Lebesgueilv integral)

At f je mé&itelnd funkce na M € A™. Potom Lebesgueilv integral funkce f
ptes M definujeme pFedpisem

|r= [ = 1,

ma-li prava strana smysl (tj. alespofi jeden z integréld vpravo je koneZny).
Rekneme, Ze f je (lebesgueovsky) integrovatelna na M, jestlize fo je
redlné &islo.

o Misto fM f se nékdy pouZiva néktery z nasledujicich symboli:

/fdAn,/f ) dAn( /f
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Vlastnosti Lebesgueova integralu

Tvrzeni (zakladni vlastnosti Lebesgueova integralu)

Q Jestlize f, g jsou integrovatelné funkce na M a o € R, potom

Jul+eg= [y f+alyg
Funkce f je integrovatelnd na M pravé tehdy, kdyz fM | f| < +o0.

Jestlize f je integrovatelnd na M, potom UMf] < [ I

© 00

At Lebesgueovy integrdly [,, f a [,; g existuji. Jestlize f < g skoro
v3ude na M, pak [, f < [, 9-

Je-li f definovdna na M € A™ a f = 0 skoro vSude na M € A", pak
Jy f=0.

Q Jestlize M, N € A" jsou disjunktni a f je integrovatelnd funkce na
MUN, potom [, v f= [y f+ [x/f-

©

V.

Dikaz: Vynechdvame. |
o Jestlize f je spojitd na kompaktni mnoziné M, pak existuje fM faje
kone&ny.
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Lebesguelv integral funkci jedné proménné

Tvrzeni (souvislost Riemannova a Lebesgueova integralu)

Jestlize funkce f je riemannovsky integrovatelnd na |a,b], pak je i
lebesgueovsky integrovatelnd na [a,b] a oba integraly se rovnaji.

Dikaz: Vynechdvame. |

@ Lebesguellv integral funkce f ptes interval s krajnimi body a, b, kde
a < b, budeme také znatit symbolem ff f nebo f:f(:c) de.

Tvrzeni (Lebesguelv integral a primitivni funkce)

JestliZe f je spojitd na (a,b), F' je primitivni funkce k f na (a,b) a existuje
Lebesguediv integradl f pkes (a,b), potom

b
= lim F — lim Fl(x).
/a f :J:LIII)L (ZL‘) in(I}lJr (l‘)

Dikaz: Vynechiavame. |

Martin Bohata Matematicka analyza 2 Lebesguetiv integral 15/25



Fubiniho véta

At M C R™+",
o Pro kazdé & € R™ definujeme M[“”] = {y e R"|(z,y) € M}.
o Pro kazdé y € R™ definujeme MW := {x € R™| (z,y) € M}

Véta (Fubiniho véta)

Necht f : R™™™ — R je integrovatelnd funkce na M C R™*". Potom
existuji funkce F': R™ — R a G : R" — R tak, Ze
Q Fl(x )* Jasiel f(@,y) dNu(y) pro skoro vsechna x € R™;

Q G(y) = [yw f(z,y) AN (x) pro skoro viechna y € R";
o

R

/f<m,y>dAm+n<:c,y>= / F(@)dn(@) = | Gly)dn(y).
M )

Dikaz: Vynechdvame. |
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Fubiniho véta

P¥iklad
Z rovnosti
0 -z 2 —y? o vy
dr2Z+y?  (22+y2)2 OyzZ+y?
plyne, Ze

dxd / / d dzx.
/1 /1 ( V7 w2+y Y

Ptiklad
Necht
M={(z,y) eR*|2>0,0<y<1-—2z}.
Potom
fy+v=s
T = —
w' VT8
y
Martin Bohata Matematicka analyza 2 Lebesgueliv integral 17 /25



Fubiniho véta

Priklad

/Ol/g;_xf(:c,y)dydz:/01/Oﬁf(a:,y)d:zdy—k/12/02_yf(:c,y)da:dy.

Ptiklad

At M je omezend mnoZina ohrani¢end rovinami z =0, y =0, 2 =0 a
x+y+z=1. Potom
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Véta o substituci

Vé&ta (véta o substituci)

Necht Q C R" je oteviend mnoZina, ® : Q) — R je prosté zobrazeni tFidy
C' adet Jg(x) # 0 pro vdechna = € Q). Jestlize M C Q a f: ®(Q) — R,
potom

A e / F(®()) |det Ja (@)] A (),

ma-li jedna strana smysl.

Diikaz: Vynechdvame. |
Priklad
At f(z,y) =x —y a M je rovnob&znik s vrcholy (0,0), (3,1), (2,2) a

(5,3). Potom
/ f=d
M
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Polarni soufadnice

At W : (0,4+00) x R — R? je ddno predpisem

W(r, ) = (rcosg,rsiny).

det Jg(r,p) =r > 0.

W je tfidy C'*°, av8ak nenfi prosté. Proto zmensime defini¢ni obor.
Jestlize QQ = (0,400) x (0,27), pak ® = W[q je prosté zobrazeni a
®(Q) =R?\ {(2,0) |z > 0}.

o Jestlize 1 = (0, +00) x (—m, ), pak & = ¥[q je prosté zobrazeni a
®(Q) =R\ {(2,0) |z <0}
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Polarni soufadnice

P¥iklad
Q Jestlize g(r, ) = f(rcosp,rsin ), pak

/O 1 / " fay) dyda

sin ¢

/ /COS ¢ rdrdcp—i—/ /COSWSlw g(r,)rdrde.

Q At f(z,y) = x2+y2aM {(z,y) e R?|1 < 2? + y* < 3}. Potom

=

Q[ e~ dx = /7.
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Valcové soufadnice

At W : (0,4+00) x R? = R? je ddno predpisem
W(r,p,z) = (rcose,rsingp, z).
o detJy(r,p) =1 >0.
o W je tfidy C*°, ale neni prosté.

o Jestlize Q = (0,400) x (0,27) x R, pak ® = ¥|q je prosté zobrazeni
a®(Q)=R3\ {(2,0,2)]| 2 € R,z > 0}.
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Valcové soufadnice

P¥iklad

Necht M C R? je homogenni téleso s hustotou o(z,y, z) = 1 ohranitené
vélcovou plochou 2 4+ y? = 1, rovinou z = 0 a paraboloidem

z =4+ 22 + y>. Moment setrvanosti télesa M vzhledem k ose z je

7
Iz = / (xz + yz)g<$7yaz) =5
M 3
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Sférické soufadnice

At W : (0,+00) x R? — R? je ddno predpisem
W(r,0,p) = (rsinf cos p, rsin @ sin ¢, r cos ).
o det Jg(r,0,p) =r?sin.
o W je tfidy C°, ale neni prosté.
o Je-li = (0,+00) x (0,7) x (0,27), pak & = ¥[ je prosté
zobrazeni, det J(r,0,¢) > 0 a
®(Q) =R3\ {(2,0,2)| 2z € R,z >0} .
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Sférické soufadnice

P¥iklad
Objem mnoziny M C R? ohranitené sférou 22 + 32 + (2 —1)>=1a
kuZelovou plochou z = /22 + 32 je

Ag(M) = /M 1=n.
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