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Oblouk

Definice (oblouk)
Necht —oo < @ < b < +00. Rekneme, e C' C R" je oblouk, jestlize
existuje vektorova funkce ¢ : [a,b] — R" tak, Ze

Q@ o([u,b)) = C;

@ kdykoli ¢(s) = ¢(t) as<t, potoms=aat=Db

© ¢ je spojitd na [a, b] (v krajnich bodech intervalu uvaZujeme

jednostranné derivace);
Q ©/(t) # 0 pro kazdé t € (a,b).

Zobrazeni ¢ se nazyva parametrizace oblouku C.
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Oblouk

P¥iklad
@ At p,q € R" jsou dva riizné body. Potom seg (p; q) € R™ je oblouk,
jehoz jedna z parametrizaci je

p(t)=p+tl@—p), telo1].

@ KruZnice v roviné se stfedem (S1,.52) a polomé&rem R > 0 je oblouk.
Parametrizace je napftiklad

p(t) = (S1 + Rcost, Sy + Rsint), t e [0,2n].

Q@ At f:[a,b] — R m3 spojitou derivaci na nedegenerovaném intervalu
[a,b]. Potom graf funkce f je oblouk v R?. Jeho parametrizace je
naptiklad

p(t) =t f(1), te€la,b].
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Vztah mezi parametrizacemi oblouku

At [c,d] C R je nedegenerovany interval a funkce g : [¢,d] — R je takov3,
Ze

@ ¢ je spojitd na [c,d];

@ J'(t) # 0 pro kazdé t € (¢, d);

@ g(lc,d)) = [a,b].
Jestlize ¢ : [a,b] — R™ je parametrizace oblouku C', potom @ = ¢ o g je
také parametrizace oblouku C'.
Tvrzeni
Necht ¢ : [a,b] = R™ a4 : [¢,d] — R" jsou dv& parametrizace oblouku
C, potom existuje funkce g : [c,d] — R zobrazujici [c,d| na [a,b] tak, Ze
P =pog,d jespojitdi nac,d] ag'(t) #0 pro kaZdét € (c,d).

Duikaz: Vynechavame. n
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Vztah mezi parametrizacemi oblouku

@ Parametrizace ¢ a v oblouku C jsou souhlasné, jestliZze zobrazeni g z
predchoziho tvrzeni je rostouci.

@ Parametrizace ¢ a 1 oblouku C' jsou nesouhlasné, jestlize zobrazeni g
z predchoziho tvrzeni je klesajici.

o Je-li p[a,b] — R™ parametrizace oblouku C, pak se body ¢(a) a
o (b) nazyvaji krajni body oblouku C.

@ Pojem krajniho bodu nezavisi na parametrizaci.

Priklad
Uvazme
Q ¢(t) =(t,t), t €10,4];
Q Y(t) = (t3,t%), t €0,2];
Q w(t) = (—t,—t), t € [—4,0].
Zobrazeni ¢ a 9 jsou souhlasné parametrizace oblouku seg ((0,0); (4,4)),
zatimco ¢ a w jsou nesouhlasné parametrizace oblouku seg ((0,0); (4,4)). )
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K¥ivkovy integral redlné funkce podél oblouku

Definice (k¥ivkovy integrdl podél oblouku)

Necht C' je oblouk s parametrizaci ¢ : [a,b] — R™ a f je redlnd funkce
spojitd na C. Potom k¥ivkovy integral funkce f podél oblouku C
definujeme p¥edpisem

b
| 1@dsi= [ st @] a
C a

Véta (nezdvislost k¥ivkového integralu podél oblouku na parametrizaci)

Jsou-li ¢ : [a,b] = R™ a v : [c,d] — R™ dvé& parametrizace oblouku C' a f
je redind funkce spojitd na C, potom

b d
/ Fe®) |/ @) dt = / Fap()) |4 ()| s

v

Dikaz: Vynechdvame. |
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K¥ivkovy integral redlné funkce podél oblouku

Definice (délka oblouku)
Délka oblouku C' C R™ je redlné &islo L(C) := [, 1ds.

Pyiklad
Q Jestlize C =seg(p;q) CR™, kde p a q, jsou dva riizné body, pak
L(C) = [lg — pl-

@ Jestlize C C R? je kruznice se stfedem (57, 52) a polomé&rem R > 0,
pak L(C) = 27 R.

@ Jestlize f(z,y, 2) = 2%y a oblouk C' ma parametrizaci
@(t) = (cost,sint,t), t € [0, F], potom

/ flx,y,2z)ds = \/;
C
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K¥ivka

Definice (k¥ivka)
At —co < a < b < 400. Rekneme, e C' C R” je kfivka, jestlize existuji
body po, ..., pr € [a,b] a spojita vektorova funkce ¢ : [a,b] — R™ tak, Ze
O C=¢p([a,b]);
Q@a=pyo<p1 < <pp="b
© pro kazdé i € {1,...,k} je C; = ¢([pi—1,pi]) oblouk s parametrizaci
¥ [[Pi—hpi};
Q Je-lii # j, pak C; N Cj je nejvyse dvouprvkovou podmnoZinou
mnoZiny vdech krajnich bodi obloukii C; a C;.

Zobrazeni ¢ se nazyva parametrizace k¥ivky C'. Kone&nd posloupnost
(C’i)le se nazyva rozklad k¥ivky C' na oblouky.

v

@ Definice k¥ivky C' Ize zobecnit tak, Ze C' nemusi byt nutné kompaktn{
(tj. C pak maze byt napfiklad i pfimka). My si v8ak vysta&ime
s definici vySe uvedenou.
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K¥ivka

Terminologie:

e Je-li ¢ : [a,b] — R™ parametrizace kfivky C, pak body ¢(a), ¢(b)
nazyvame krajni body k¥ivky C'.

o K¥ivka C se nazve uzaviend, jestlize existuje jeji parametrizace
@ : [a,b] = R™ takova, Ze p(a) = ¢(b).

@ Kf¥ivka C se nazve jednoduch3, jestliZe existuje jeji parametrizace
@ : [a,b] — R™ takovd, Ze p(s) = ¢(t) a s < t implikuje s =a a
t=>o.

P¥iklad
© Kazdy oblouk je jednoduchd kfivka.
@ At C C R? je hranice trojahelniku s vrcholy (0,0), (1,0) a (0,1).
Potom C' neni oblouk, ale je to jednoducha uzav¥end kfivka.
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K¥ivkovy integral redlné funkce

Definice (k¥ivkovy integral)

Necht C' C R" je kf¥ivka, (Ci)le je jeji rozklad na oblouky a f je redlnd
funkce spojita na C'. Potom k¥ivkovy integral funkce f podél k¥ivky C'

definujeme pFedpisem
k
f(x)ds = / f(x)ds

Délka kfivky C je &islo L(C) = [, 1ds.

e Misto [, f(x)ds se obtas také pi¥e fc
@ Definice krlvkoveho integralu nezavisi na rozkladu k¥ivky na oblouky.

P¥iklad
At C je hranice &tverce [0,1]2. Potom

11
/x2+yds: —.
c 3
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Tecné vektorové pole

Definice (te€¢né vektorové pole)

At C' C R" je kfivka s parametrizaci ¢ : [a,b] — R" a
D = {o(t) ’t € (a,b) a ¢'(t) existuje oboustrann a nenulova} .

Vektorové pole 7 : D — R™ definované predpisem

A
() =

nazyvame jednotkové te¢né vektorové pole kfivky C' (indukované
parametrizaci ().

o 7(x) ... te€ny vektor kiivky C' v bod& = (indukovany parametrizaci
®).
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Tecné vektorové pole
P¥iklad
Jestlize p(t) = (¢, %), t € [0,1], potom

1 2t
VI+ 482 V1 + 42

(o) =

y

), te(0,1).

20

v
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Tecné vektorové pole

Ptiklad
Jestlize (t) = (1 —t,(1 —t)?), t € [0,1], potom

(. 1 21—t
T(w(t))—(\/1+4(1_t)2, \/1+4(1_t)2>, te(0,1).

y

1.0

05

-05
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Orientace k¥ivky

Definice (orientace k¥ivky)

Kazdé jednotkové te¢né vektorové pole T kfivky C' C R™ nazyvame
orientaci kfivky C. Dvojici (C,T) nazyvdme orientovanou k¥ivkou.

Pokud nemuZe dojit k nedorozuméni, piseme misto (C,T) jen C.
Jednoducha kfivka (specidln& oblouk) ma jen dvé riizné orientace.
Obecnd k¥ivka miZe mit vice neZ dvé orientace.

Orientace uréuje zplisob prochazeni k¥ivky.

At C je k¥ivka, jejiz orientace je indukovana parametrizaci

¢ : [a,b] — R. Potom ¢(a) se nazve potatetni bod orientované
kfivky C' a ¢(b) se nazve koncovy bod orientované k¥ivky C'.

o Jednoducha uzavrens k¥ivka C' C R? se nazyva Jordanova kFivka.

o Rekneme, %e Jordanova k¥ivka je kladng& orientovana (resp. zdporn&
orientovand), jestlize ji prochazime proti (resp. po) smé&ru hodinovych
rucicek.
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K¥ivkovy integral vektorového pole

Definice (k¥ivkovy integrél vektorového pole)

At (C,T) je orientovana kfivka, (C;)*_, je rozklad k¥ivky C' na oblouky a
F' je spojité vektorové pole na C. Potom k¥ivkovy integrdl vektorového
pole F' podél (C,T) definujeme predpisem

k
F(x)- ds:= ;/C, F(x)-71(x)ds.

(Cor)

o Jestlize C' je oblouk a orientace T je indukovand parametrizaci
@ : [a,b] - R"™, potom

b
F(z)- ds = / Fo(t)) - /(1) dt.
(c,7) a

Martin Bohata Matematicka analyza 2 KF¥ivkovy integral 15 /29



K¥ivkovy integral vektorového pole

Alternativni zna&eni integrélu f(c_r) F(x) - ds:

° Jiom F
o Nemize-li dojit k nedorozuméni, pak pi¥eme [ F nebo [, F(x)- ds.
e Ve fyzice se obtas misto [, F(x) - ds pide

/ Fi(x)dzy + - - + Fy(x) dz,.
C

Tvrzeni

Necht C je jednoduchd kFivka a F' je vektorové pole spojité na C. JestliZze
T a o jsou dvé riizné orientace kfivky C, potom

F(x)- ds=— F(x) - ds.
(C,7) (C,o)

v

Diikaz: Viz pfednaska. |
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K¥ivkovy integral vektorového pole

Priklad
@ At C C R? je tsetka orientovana tak, ze (0,0,0) je jeji potateni bod
a (1,2,3) je jeji koncovy bod. Jestlize F(z,y,2) = (y, —z, )

1
/ F(zr,y,z)- ds=——.
c 2

@ At C C R? je tsetka orientovana tak, e (1,2, 3) je jeji potateni bod
a (0,0,0) je jeji koncovy bod. Jestlize F(z,y,z2) = (y, —z,x)

1
/ F(z,y,z)- ds = —.
c 2

@ At C C R? je kladng orientovana jednotkova kruZnice se stfedem v
bodé 0. Jestlize F'(z,y) = (—y,x), potom

/F:By
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Oblast

Definice (Oblast)

Oteviend mnoZina 2 C R™ se nazve oblast, jestlize kazdé dva body z M je
mozné spojit lomenou &arou lezici v M (tj. pro kazdé @,y € M existuji

x1,...,xp € M tak, 2e x1 = x, T, =y a Uf;llseg(:cj;:cjﬂ) CM).

Priklad
KaZda oteviend konvexni mnoZina je oblast. Specidln& kazdé okoli U(x)
bodu « € R" je oblast.

Véta (Jordanova véta)

Je-li C' Jordanova kFivka v R?, pak R? \ C je sjednoceni omezené oblasti
Int C' a neomezené oblasti Ext C, které nemaji Zadny spolecny prvek.

Diikaz: Vynechavame. |
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Greenova véta

Terminologie:
o Int C...vnitfek Jordanovy kfivky C.
o Ext C...vné&jsek Jordanovy k¥ivky C.

Véta (Greenova véta)

At Q C R? je oblast, C' C ) je kladné& orientovand Jordanova kfivka
takovd, Ze Int C C ). Jestlize F = (Fy, F3) je vektorové pole t¥idy C na

), potom
F: F
/ Q _ @ d)\y = / F(x
Int C oz )
Diikaz: Vynechavdame. |

@ Lze ukazat, Ze kazda Jordanova kfivka ma nulovou dvourozmérnou
Lebesgueovu miru. Odtud

8F2 8F1 aFQ 8F1
/Max‘ad” /Imcax‘adh
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Greenova véta

Pyiklad
Q@ At M =[0,1] x [0,2] a F(x,y) = (zy, z + e°8Y). Jestlize C je
kladné orientovand hranice M, potom

/CF(a:,y)- ds =1,

@ Necht a,b > 0 a M je ohrani¢ena elipsou s parametrizaci
p(t) = (acost,bsint), t € [0,2x]. Potom obsah M je

/ 1 = mwab.
M
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Potencial vektorového pole

Definice (potencial vektorového pole)

At F je spojité vektorové pole definované na oteviené mnozin& () C R™.
Redlna funkce f € C'(Q) se nazve potencidl vektorového pole F na €,
jestlize

F(x)=Vf(z)

na Q. Rekneme, e F je potencidlni na Q, jestlize ma na Q potencial.

@ Potencial vektorového pole je zobecnéni primitivni funkce znamé z
teorie funkci jedné proménné.

Jaké jsou nutné a postalujici podminky pro existenci potencialu?
Je potencidl urgen jednozna&n& (aZ na aditivni konstantu)?

Jak potencial konstruovat, pokud existuje?

Jaka je souvislost potencidlu s k¥fivkovym integralem?
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Potencial vektorového pole

P¥iklad (centrdlni vektorové pole)

At g : (0,400) — R je spojitd funkce. Vektorové pole
F(z) = g(|l=|)z, x<cR"\{0}

se nazyva centralni. Centrdlni vektorové pole F' ma na R™ \ {0} potencidl
f(x) = G(||x]|]), kde G(t) je primitivni funkce k tg(t) na (0, 4o0).
Specialné

Kz Ky Kz
F(ﬂfay,Z)Z 3 3 3 |
(22 4+y2422)2 (2242 +22)2 (224 +22)2

kde K € R, ma potencial

K
\/x2+y2—i—z2'
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Potencial vektorového pole

Tvrzeni (nutnd podminka existence potencidlu)

Jestlize F = (I, ..., F,) je potencidini vektorové pole t¥idy C' na
otevFené mnoZin& Q C R™, potom pro kazdé i,j € {1,...,n} a pro kaZdé
x € je
OF; OF;
T) = x).
5 @)= 5 @)

4

Diikaz: Viz prednaska. |

e Nutnd podminka existence potencidlu na otevfené mnozin& 2 C R3
[ze formulovat ve tvaru V x F' = 0 na 2, kde

oy p. (OFs OF OF 0F OF, 0R
Oy 0z 0z Ox  Ox oy

se nazyva rotace vektorového pole F' = (Fy, Fy, F3).

Martin Bohata Matematicka analyza 2 KF¥ivkovy integral 23/29



Potencial vektorového pole

Priklad
Vektorové pole
F(.CL', Y, Z) = (_y7 xz, Z)

neni na R? potencialni.

Tvrzeni (o nulovosti gradientu)

Af Q C R™ je oblast a f je funkce t¥idy C' na Q. Jestlize Vf =0 na ,
potom f je konstantni na ).

v

Dikaz: Viz prednaska. |

Disledek (o jednozna&nosti potencidlu)

Jestlize F' je spojité vektorové pole na oblasti 2 C R™ a funkce f, g jsou
jeho potencidly na ), potom f — g je konstantni funkce na ().

Diikaz: Viz prednaska. |
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Potencial vektorového pole

Véta (Newtonova-Liebnitzova formule)

Ma-li spojité vektorové pole F' na oblasti {2 C R™ potencial f, potom

/ F(z)- ds = f(b) — f(a)

pro kaZdou orientovanou kfivku C' s polate¢nim bodem a a koncovym
bodem b.

Diikaz: Viz prednaska. |
P¥iklad
Je dano centrdlni vektorové pole F'(z,y,z) = —*( x,y,z) a
(22 4y?+2%)2
orientovand k¥ivka C' C R? s parametrizaci ¢(t) = (cost,sint,t),
t € [0, 47]. Potom

1
F(x
/ \/1+167r
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Potencial vektorového pole

Definice (nezdvislost k¥ivkového integralu na cestg)

At F je spojité vektorové pole definované na oblasti Q C R™. Rekneme, Ze
k¥ivkovy integrdl vektorového pole F' nezdvisi v {2 na cesté, jestlize

F(x)-ds= F(x)- ds
Cl C2

pro kazdé dvé orientované k¥ivky C7,Co C Q, jejichz po&ateéni body jsou
stejné a také koncové body jsou stejné.
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Potencial vektorového pole

Veéta (charakterizace potencialniho pole)

At F je spojité vektorové pole definované na oblasti Q C R™. Potom
ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

@ F je potencidlni na 2.
@ Kf¥ivkovy integral vektorového pole F' nezdvisi v §) na cesté.

© Pro kaZdou jednoduchou uzavFenou orientovanou kFivku C' leZici v Q)

plati
/ F(z)-ds=0.
C

Dikaz: Viz prednaska.
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Potencial vektorového pole

P¥iklad
Necht

F(z,y) = (Fi(z,y), Fa(z,y)) = (a:?_—i—ny’ a:zf—y2> :

Potom je spln&na nutnd podminka existence potencidlu na R?\ {0} (tj.
%lzl(x,y) = 92 (z,y) pro kazdé (z,y) € R?\ {0}), ale F' nem4 potencidl
na zadné prstencovém okoli pocatku.

Véta (o existenci potencidlu)

Necht F = (I, ..., F,) je vektorové pole t¥idy C' na oteviené konvexni
mnoZing Q0 C R™. JestliZe pro kaZdéi,j € {1,...,n} a pro kaZdé x € Q) je
OF; _ OF;

o @) = 5, @),

potom F' je potencialni.

v

Diikaz: Vynechdvame. |
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Potencial vektorového pole
P¥iklad
Je dano vektorové pole

F(z,y) = ((1 + :Uy)exy,xQexy) .

Oﬁz%naRQ.

dy
@ Potencial f vektorového pole F splitujici f(0,0) =0 je
f(z,y) = ze™.

© JestliZe orientovand k¥ivka C' ma parametrizaci ¢(t) = (sint, 2t),
te [0, %] potom

/ F(z,y)- ds=¢€".
C
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