Lebesguetnv integral

Zadani

1. Zameénte poradi integrace v nésledujicich dvojnasobnych integréalech:

fo 20z, y) dy da;

32
f fo f(z,y)dy dz.
2. Zaménou poradi integrace vypoctéte
(a) fol f;w 4ev” dy du;
(b) f02 fy42 cos Va3 dz dy.

3. Vypoctéte fM f, jestlize

(a) f(z,y) = [y —sinz|, M = [0,7] x [0, 1];

(b) f(x,y) = xcosy a M je ohranicend kiivkami y = 0, y = 22, z = 1;

(c) fla,y)=e"¥ M =(0,+00)%

d) flz,y,2)=evaM={(z,y,2) eR}|0<y<1,y<z<1,0<z<ay};

(e) f(z,y,2) = y a M je mnozina v prvnim oktantu ohrani¢end rovinami
r+y=lay+z=1;

(f) f(z,y,2) =y a M je ohraniceno paraboloidem y = 4z% + 422 a rovinou
y=4.

4. Zameénte poradi integrace v dvojnasobném integralu

I—// f(z,y)dxdy.

Krome toho vyjadiete I v polarnich souradnicich se stfedem v po¢étku (v obou
poradich).

5. Zameénte poradi integrace v souctu

]:/01/;f(m,y)dydx—|—KQ/in(x,y)dydx.

Kromé toho vyjadrete I v polarnich soutadnicich se stfedem v pocatku, kde
vnitini integrace bude podle proménné r.
6. Vhodnou substituci vypoctéte [ o o jestlize
(a) f(z,y) = m21y2 a M je ohranicena kiivkami y = 22, y = 222, 2 = 3% a
z = 3y* (Ndpoveda: u = % av= 75
(b) f(x,y) = (z 4+ y)cos(m(x — y)) a M je ohranicena kiivkami = + y = 0,
r=1laxz=1+y;, (Ndpoveda: u=z+yav=x—y.)



© Sy =1-5-Ead={@yeR|5+E <1} kdeab>0;
(d) f(a:, y) — e VoY o M = R2'

(e) f(z,y) = atymr a M ={(z,y) ER?|2* +° > Lz > [y[};

(f) f(x,y,2z) = z a M je ohrani¢ena plochami z = x* + 3* a 2z = 4;

(8) f(x,y,2) = ze”t¥"T=* a M je prinik prvniho oktantu s koul, jejiz stred

je v pocatku a polomér je 1;
7. Naleznéte obsah plochy ohranic¢ené kiivkami

(a) y=sinz ay = cosz, kde z € [T, 2T];
(b) 2¢ —3y=0,z4+y=5ay=0;
Dy=Ltz+2%r=y—L z=-2ay=-2.
Yy=3 Y= Y
8. Naleznéte hmotny stfed homogenni rovinné desky M ohranicené kiivkami y =
ar+y=2
9. Naleznéte objem mnoziny M, jestlize

(a) M je ohrani¢end plochami y = 2% + 2% ay = 8 — 2% — 2%

(b) M je ohranicena plochami y =22, 2 =0ay+ 2z = 1.
10. Naleznéte hmotny stied télesa M, jestlize
(a) M je ohranic¢ené plochami x =0,y =0,z =0,z +y + 2z = 1 a hustota je
o(z,y,2) =y;

(b) M je prunik koule o stfedu 0 a poloméru R > 0 s poloprostorem z > 0 a
hustota je o(x,y,z) = k > 0.

11. Uvazme téleso M = {(a:,y, z) eR? ’ Vet +y? <z < 1} s hustotou o(x,y, 2) =
z. Naleznéte a > 0 tak, aby rovina z = a rozdélila téleso M na dvé stejné tézké
casti.

12. Naleznéte moment setrvacnosti homogenniho télesa M o hmotnosti m vzhle-
dem k ose p, jestlize

(a) pjeosaxa M =][0,4] x[0,2] x [0,1];

(b) pjeosaza M = {(az‘,y, )€R3‘\/x2+y2§z§h},kdeh>0;
(c) pjeosazaM={(z,y,2) € R®|2* +1y? <a*0<2z<h}, kde a,h > 0;
) p 2)

(d) pjeosaza M ={(r,y,2) € R¥| 2* + y* + 2% < a?}, kde a > 0.



Vysledky

@) Y fay) dedys

() [ 2 feyy) dedy + [0 [ f(z,y) dedy.
2. (a) et —1;

(b) 2sin8.
3. (a) m—2;

(b) 3 (1—cosl);

(©) L

(d) £—%

(e) 13

(f) %
4.

2v2
I_/ /fxydydx—i—/ / f(x,y)dydx

arctg Qf
:/ / f(rcos g, rsinp)rdrde +
0 arctg

:/ /2 f(rcosw,rsingo)rdgpdr%—/ / Tf(TCOS(p,T‘SingD)ngpdr.
o Jo L Jo

/Mw rcos @, rsin@)rdrde

0 1+4/1— 2cos
I:/ / (z,y dxdy—/ / f(rcosg,rsinp)rdrde.
—1 \/Ty

s sin gp
4 cos?
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