Komplexni analyza

Uvod, komplexni Cisla

Zdenék Mihula

Katedra matematiky
FEL CVUT v Praze
mihulzde@fel.cvut.cz



Zakladni informace

Stranka predmétu: https://moodle.fel.cvut.cz/course/view.php?id=9685

Vénujte pozornost pravidlim predmétu (viz Moodle).

- Podminky zapoctu upresni cvicici. Ze semestralnich pisemek lze
ziskat az 20 bod( ke zkousce.

- VCas se dobfe seznamte s podminkami a pribéhem zkousky.
Véjte pozornost vzorovym zadanim zkouskové pisemky.

Obsah kurzu:
@ Komplexni analyza

® Transformace (Fourierova transformace, Laplaceova
transformace a Z-transformace)

Upozornéni
Nezaspéte zacatek a nenechte si ujet vlak. VSe na sebe navazuje...


https://moodle.fel.cvut.cz/course/view.php?id=9685
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Imaginarni nevzdy znamena smyslené

- Vime, Ze rovnice x> = —1 nema v oboru realnych ¢isel reseni.

- Rict, Ze FeSenim je jisty imaginarni prvek i spliujici i2 = —1,

mUze plsobit uméle:

—y=x
y=-1

Otazka
Co ale napf. kubicka rovnice x*> = 15x + 4?



- Existuji tzv. Cardanovy vzorce pro feseni kubické rovnice
x> =px+q:

_3q g p* s/q q* p3
X‘\/z+ 4 27+\/2 YA

- Co kdyz ¢ P o2 Napf. pro x> = 15x + 4 to nastava, ale:

4 27
100 /
/ 100

—y=x
y=15x+4

Pouceni
Realné problémy casto vyzaduji komplexni metody.



Komplexni Cisla

Definice (neformalni)

MnoZinou komplexnich cisel rozumime mnozinu dvojclend x + i,
kde x,y jsou realna Cisla, se kterymi pocitame jako s realnymi
dvojcleny za vyuziti pravidla i = —1.

Mnozinu komplexnich cisel znacime symbolem C.

- Prvek i se nazyva imaginarni jednotka.

- Terminologie a znaceni:

CZ=X+ly algebraicky tvar komplexniho cisla z.
- X realna cast komplexniho cisla z. PiSeme Rez = x.
-y imaginarni cast komplexniho Cisla z. Piseme Imz = y.

- Ztotoznujeme x =x+0iai=1i.

Upozornéni
Realna i imaginarni cast komplexniho Cisla jsou realna cisla!



Geometricka interpretace komplexnich cisel

y-ova osa

0 X-0Va 0sa

Pouceni
Realna a imaginarni cast komplexniho cisla jsou kartézské
souradnice bodu v roviné.

- Zatimco body/(uspofadané dvojice) z R? neumime nasobit,
struktura komplexnich cisel je o0 nasobeni obohacena.

- Tento ,,drobny detail“ ma velmi podstatné disledky.



Velikost (absolutni hodnota) komplexniho Cisla

Velikost (nebo také absolutni hodnota ¢i modul) komplexniho Cisla
Z =X+ ly je nezaporné realné cislo |z| = /X2 + V2.

y=Imz

* |z|... vzdalenost Cisla z od pocatku

-+ /X2 + y2... vzdalenost bodu (x,y) od
pocatku

- z=0 pravé tehdy, kdyz |z| = 0.

Upozornéni
Nedefinujeme usporadani komplexnich ¢isel! Mzeme porovnavat
velikosti komplexnich cisel, nikoliv ale komplexni ¢isla mezi sebou.



Geometricky vyznam scitani, vzdalenost komplexnich cisel

Z/“L\W cZ+wW=(z1+wW)+i(zz +wy) pro
17 Z=2Z1+i2aW=W +iw,
W~ 7
I Z4w
posun (z1,2,) vV roviné o (ws, w,)
z Cz=w = (21— W)+ (22 — wy)?
W\ 1 1 2 2
\Z ............ vzdalenost mezize Caw e C
W S
—Ww




Komplexni sdruzeni

Necht z = x + iy € C. Komplexni ¢islo Z = x — iy se nazyva
komplexné sdruzenym cislem k Cislu z.

- Z+ Z... zrcadleni kolem realné osy

"2l =12

Z

Pro kazdé z € C plati zz = |z|*.



Déleni komplexnich Cisel

Otazka
Umime nasobit dvé komplexni Cisla. Co by mélo byt % pro z # 0?

Wl
Z*Wz

Inverzni prvek z=! = ; je definovan rovnosti z7'z = 1.
- pro z= 0 inverzni prvek z=! € C neexistuje;
- proz#0jez "= #

- Odtud pro z # 0 dostaneme: & = %

Tz
Priklad
Nechtw=5—iaz=1+2i.

Ow-z=4-3,W—z=4+3ialw-2/=5



Goniometricky tvar komplexniho cisla

Necht z = x + iy je nenulové komplexni Cislo.

. R orient v Uhel
\’L\ . - © (S orien ovany une
2lsine =Y. (x.y) = (12| cos o, |2] sin )

12| Cos = X - polarni sourfadnice bodu (x,y)

Pouceni

Vyjadreni

Z=|z|(cosp + ising), kde ¢ € R,
nazyvame goniometricky tvar cisla z # 0.
Upozornéni

Orientovany Ghel ¢ € R neni jednoznacny. M{izeme totiZ ,,obihat®
dokola ¢i v opacném sméru. 2



Exponencialni tvar komplexniho Cisla

Otazka
Jak lze zapsat z = |z| (cos ¢ + isin ) Uspornegji?

- NejspiSe jste jiz nékde vidéli tzv. Euler(v vzorec:
e'¥ = cosp + isinp, kde ¢ € R.

- Pomoci néj lze goniometricky tvar komplexniho Cisla zapsat
mnohem Usporngji jako:

7 = |7|(cos ¢ + isinp) = |z|e.
Vyjadreni
z=|z|le", kde ¢ € R,

nazyvame exponencialni tvar Cisla z # 0.



MnozZina argumentu a hlavni hodnota argumentu

Mé&jme nenulové z = |z|(cos ¢ + isin @) = |z|e/*.

@ Libovolné takové ¢ € R nazyvame argument Cisla z

@ MnozZinu Argz = {p € R: 2= z|(cos p + isinp) = |z]e'¥}
nazyvame mnozina vSech argumentd cisla z.

© Jediné ¢ € Argz spliujici navic (—, 7] nazyvame hlavni
hodnota argumentu Cisla z. Toto jedno ¢ znacime argz.

Priklad
Méme z= —1+1.
O |zl =V2, Argz={3F +2kn: k€ Z} aargz= 3.

@ z=2(cos(3F) +isin(3E)) = el — \2e—imi — ...

14



Pro jistotu jesté jednou

Hodnotu ¢ z obrazku nevidime.

_ I _ s _ 3=
@—7?90——2?%0—7?

Ovsem vidime, ze argz = — 7.

Pouceni

Nenulové komplexni ¢islo ma nekonecné mnoho argumentd.
OvSem ma ale pouze jednu jedinou hlavni hodnotu argumentu,
ktera lezi v intervalu (—, 7].

15



Rovnost komplexnich cisel

Tvrzeni (O rovnosti komplexnich Cisel)

Necht z,w € C jsou nenulova. Necht ¢ € Argz a ¥ € Argw. Potom
z = w pravé tehdy, kdyz

2| = |w| a zaroven 1 = @+ 2Rm pro néjaké k € Z.

Pouceni

Velikosti stejné, ale dva ,,nahodné* argumenty se mohou lisit
o celoCiselny nasobek 27.



Geometricky vyznam nasobeni

- Méjme nenulova z = |z|(cos ¢ + isin ) a w = |w|(cos ) + isin ).
- Za pouziti souctovych vzorcl miizeme oveérit:
(cos ¢ + isinp)(cos vy + isin1)) = cos(p + 1) + isin(e + )
- Atedy:
2w = |2||wl(cos(io + ) + isin(p + 1)) = [2l|w]el>+)

Pouceni

Uhly se s¢itaji a velikosti nasobi.

2w
¢+1/’ - Jzw| = |z||w|
AN © -+ € Arg(zw)
w 2 - Nemusi ale byt ¢ + v = arg(zw).
17




Moivreova véta

Tzv. Moivreova véta by ted uz pro nas neméla byt prekvapenim.

Véta (Moivreova véta)
Pro kazdé n € Z a ¢ € R plati

(cos ¢ + isin )" = cos(nyp) + isin(ny).

. n .
(e"P) =%,

Strucnéji:

Priklad
Uvazme rovnici z* = —2. Mnozina vSech jejich feseni je

{\/_e( ).k —0,1,2,3}_

(13 (e (5 3) vion (5 )) o]

‘



Zakladni identity

Tvrzeni (Zakladni identity)
Necht z,w € C. Potom

_ ziz _ z2=Z.
@ Rez=22almz= 5%

> s

. VAT

0O (2) = Z, kdykoli w # 0;
O zZ=|7">0

@ Z| = [z;

O |2w| = || |w];

0 |Z|= 2L kdykoliv w # 0.

= wp



RozSifena komplexni rovina

- Existuje take tzv. rozSifena komplexni rovina (a s ni souvisi
pojem Riemannova sféra), ktera vznikne rozsifenim komplexni
roviny o jeden ,,nevlastni bod«.

- Tento jeden prvek ma interpretaci,,komplexniho nekonecna®“.

- My se ale obejdeme bez toho.

Upozornéni
V komplexni analyze nemame +oo a —oc jako v realné analyze.
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