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Realna a imaginarni cast funkce

- Komplexni funkce komplexni proménné je zobrazeni f: D — C,
kde D C C.

- ProtoZe f(z) € C pro kazdé z = x + iy € C, mUzeme psat
f(2) = u(x,y) + iv(x,y),

kde u, v jsou realné funkce dvou realnych proménnych.

Definice

- Realnou funkci u jako vySe nazyvame realna cast funkce f.
PiSeme Ref = u.
- Realnou funkci v jako vySe nazyvame imaginarni cast funkce f.

PiSeme Imf =v.

Upozornéni
Realna i imaginarna cast funkce jsou realné funkce.



Priklad

UvaZme funkci f(z) = 2. Realna cast funkce fje u(x,y) = x> — y?
a imaginarni cast je v(x,y) = 2xy.




Okoli bodu, oteviené mnoziny a oblasti

., Blizka komplexni Cisla jsou blizké body v rovinné.“

Nechtzy e Cae > 0.
-~ MnozZinu U(zg,e) = {z € C : |z — 25| < £} nazyvame okoli bodu z,
s polomérem e.

* MnozZinu P(Zp,e) = {z€ C: 0 < |z— 2o| < €} nazyvame
prstencové okoli bodu z5 s polomérem e.

Pouceni
U(2o,¢€) je otevieny kruh se stfedem v zo a poloméru e.
P(z9,€) je U(zo,€) bez svého stredu.

Umluva
Strucnéji budeme psat jen U(z) a P(2o), pokud nas presny polomér
(prstencového) okoli nezajima. 4



Definice
Mnozina Q C C je:

- otevrena, jestlize pro kazdé z € Q existuje U(z) tak, ze U(z) C ©;

- oblast, jestlize je oteviena a kazdé dva body z mnoziny Q lze
spojit lomenou carou lezici v Q.

Priklad

© C,0,U(2) aP(z) (pro kazdé z € C) jsou oblasti.
@® C\{zeC:Rez<0,Imz=0}jeoblast.

© Je-li G C C oblast/otevrena, pak také G\ {zi,...,z,} je
oblast/oteviena pro kazdé z;,...,z, € C,n € N.

@ U(i,1) U U(—i,1) je oteviena, ale neni to oblast.

- Dalsi pojmy jako hranice, uzavér, uzaviené mnoziny... a vztahy
mezi nimi jsou stejné jako v R?.



| pojem limity a spojitosti je jako u funkci dvou realnych proménnych.

Definice

Necht zy € C a f je komplexni funkce definovana na P(zp).
Rekneme, Ze f ma limitu L € C v bodé zo, jestlize ke kazdému okoli
U(L) existuje prstencové okoli P(zo) takové, Ze pro kazdé z € P(zo)
plati f(z) € U(L). Piseme ZIi_)n;Of(z) =L

- Limita je jednoznacna, pokud existuje.
- Méjme zg = Xo + iyo @ L = A+ Bi. Plati lim f(z) = L pravé tehdy,
Z—7Zp
kdyz

lim uix,y)=A a lim v(x,y) = B,
(x.y)=(x0.¥0) (5) (x:y)=(x0.¥0) (6y)

kde u =Refav=1Imf.



Spojitost

Definice

Necht zg € C a f je komplexni funkce definovana na U(zp).
Rekneme, Ze f je spojita v bodé z,, jestlize z“_?; f(2) = f(20).
0

Rekneme, ze f je spojita na mnoziné M C C, jestlize je spojita
v kazdém bodé mnoziny M.

- f(2) = u(x,y) + iv(x,y) je spojita prave tehdy, kdyz obé u(x,y)
a v(x,y) jsou spojité (jako realné funkce realnych proménnych).

Priklad
Konstantni funkce, polynomy, Rez, Imz, Z a |z| jsou spojité funkce
na C.



Dosud v zasadé nic moc nového

Otazka
A proc to tedy délame, kdyz je vSechno prakticky stejné jako
u funkci dvou realnych proménnych?



Derivace

Upozornéni
U pojmu derivace zacinaji zasadni odliSnosti od realné analyzy.

Definice
Necht zy € C a f je definovana na U(zp). Pokud existuje vlastni

limita

i flzo + h) — f(20)

im——

h—0 h
pak jeji hodnotu nazyvame derivaci funkce fv bodé z,. Znacime ji
f(z0) nebo L(zo).

Existuje-li f'(zo), pak fikame, Ze f je diferencovatelna v bodé z,.

- Diferenc¢ni podil ma smysl, protoze komplexni ¢isla miZeme na
rozdil od prvk( R? délit.



- Jelikoz aritmetika limit je stejna jako v realném oboru, plati
i stejna aritmetika derivaci.

- Jsou-li fa g diferencovatelné v bodé z € C, pak
O (F+9)@)=F2)+7'(2);
@ (f9)'(2) = f(2)9(2) +f(2)g'(2);
® (1) (9 = 12T jeuij navic g(z) # 0.
- Je-li g diferencovatelna v bodé z € C a f diferencovatelna
v bodé g(z), pak
O (fo9)(2) =1(9(2))9'(2).

Priklad
Uvazme funkci f(z) = z", kde n € N. Potom pro kazdé z € C je
f(2) = nz"".

- Diferencovatelnost implikuje spojitost.



Cauchyovy-Riemannovy podminky

Véta (Cauchyovy-Riemannovy podminky)

Je-li funkce f(z) = u(x,y) + iv(x,y) diferencovatelna v bode
Zo = Xo + iyo € C, pak v bodé zy splnuje

tzv. Cauchyovy-Riemannovy podminky:

ou ov
a(XanO) - @(XanO)a
ou ov

a—y(Xo,yo) = —a—X(Xo,yo)-

Navic plati, ze

ou .0V
f(z0) = 5()%7)/0) + ’&(meo)



Véta (O postacitelnosti Cauchyovo-Riemannovo podminek)

Necht funkce f(z) = u(x,y) + iv(x,y) spliuje v bodé

Zo = Xo + iyo € C Cauchyovy-Riemannovy podminky. Necht dale
funkce u(x,y) a v(x,y) maji v bodé (xo, o) diferencial. Potom je
funkce f(z) diferencovatelna v bodé zo.
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Priklad

@ Funkce f(z) = Rez je spojita na C, ale neni diferencovatelna v
zadném bodé z € C.

@ Funkce f(2) = |z|? je spojita na C, ale je diferencovatelna pouze
v bodé z = 0, kde plati f(0) = 0.

Upozornéni
| na prvni pohled ,,pékné a rozumné* funkce casto nejsou
v komplexni analyze diferencovatelné.

13



Holomorfni funkce

Rekneme, Ze funkce f je holomorfni na oteviené mnoziné Q C C,
jestlize je diferencovatelna v kazdém bodé mnoziny Q.

Funkce holomorfni na C se nazyva celistva.

Priklad
@ Polynom f(z) = an2" + an_12"" + - - + a1z + ag, kde
Qn,...,00 € Can e Ny, je celistva funkce.

@ Racionalni funkce f(z) = Q(z), kde P, Q jsou polynomy a Q # 0, je
holomorfni funkce na svém defini¢nim oboru
D={zeC:Q(2) # 0}.

© Naopak funkce Rez, Imz Ci |z|? nejsou holomorfni na zadné
otevrené podmnoziné C.



Harmonické funkce

Holomorfni funkce Uzce souvisi s tzv. harmonickymi funkcemi, které
mozna znate z fyziky (naprt. elektrostatiky).

Definice

Necht Q C R? je oteviena mnozina. Rekneme, Ze realna funkce ¢
definovana na Q je harmonicka na €, jestlize ® ma spojité druhé
parcialni derivace na Q a A®(x,y) = 0 pro kazdé (x,y) € Q.

Symbol A je Laplacedv operator, tj. Ad = %27? + %27?.

Priklad
Uvazme celistvou funkci f(z) = 2%. Jeji realna cast u(x,y) = x* — y?
a imaginarni cast v(x,y) = 2xy jsou harmonické na R?.

Upozornéni
Soucet druhych nesmisenych parcialnich derivaci musi byt
konstantné nulovy v kazdém bodé Q.



Predchozi pfiklad nebyl nahoda.

Tvrzeni

Necht f je holomorfni na oteviené mnoziné Q C C. Potom realna
a imaginarni cast funkce f jsou harmonicke funkce na Q.

Priklad
Je dana funkce u(x,y) = x> — y? +x, (x,y) € R

- Funkce u je harmonicka na R?.

- V3echny funkce v na R? takove, ze f = u + iv je celistva, jsou
tvaru v(x,y) = 2xy + y + K, kde K je libovolna realna konstanta.

- Funkce v jako vySe se nazyva harmonicRy sdruzena funkce k u.

- Obecné nemusi existovat k zadané harmonické funkci
harmonicky sdruzena funkce, ale na tzv. jednodusSe souvislych
oblastech (bude pozdéji) vzdy existuje.



