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Exponenciala

Pro x,y € R zname e a vime, co znaci e¥. Chceme et = eXeV,

Komplexni funkce e? = e*(cosy + isiny), z= x + iy € C, se nazyva
exponencialni funkce (kratce exponenciala).

Priklad

Re(e®+¥) = €% cos4, Im(e5t%) = e sin4 a |e5+4| = &5,



Exponenciala v komplexnim vs. v realném oboru

Tvrzeni

Méjme z,w € C.
@ Plati &2 = e pravé tehdy, kdyZ w = z + 2kri pro néjaké k € Z.
@ |¢?| = ¢ kde x = Rez
@ #0

Pouceni
Exponenciala je v komplexnim oboru 2ri-periodicka funkce. Velikost
exponencialy zavisi pouze na realné casti vstupu.

Tvrzeni
Exponenciala je celistva funkce a plati (e?)" = e? pro kazdé z € C.



DalSi zakladni vlastnosti

DalSi zakladni vlastnosti exponencialy, které nas asi moc neprekvapi.
o ez-t,-w — plpW
@ +0
07—
O ¢)'=e%proncZ
Q=<



Eulerova identita ™ 4+ 1 = 0 je znama.

MoneyBART (2010)




Goniometrické funkce

Otazka

A co goniometrické funkce v komplexnim oboru?

Z Eulerova vzorce pro x € R plyne

e/'x o ef/'x eix + efix
— ), COSX= ———
2] 2

sin X =

Definice

Komplexni funkce sinz = €€~ z € C, se nazyva sinus. Komplexni

funkce cosz = €+~ 7 € C, se nazyva kosinus.

Tvrzeni

Funkce sinz a cosz jsou celistvé. Pro kazdé z € C plati (sinz)’ = cosz
a (cosz) = —sinz



Priklad
cos(2i) = £ a | cos(2i)] > 3.

Otazka
Vidite néco prekvapivého?

Priklad

© sinz = 0 pravé tehdy, kdyz z = kr pro néjaké k € Z.
@ cosz =0 pravé tehdy, kdyz z = % + kr pro néjaké k € Z.

Nulové body v komplexnim oboru jsou tedy stejné jako v realném.

e Obecnéji, mnozina feseni rovnice sinz = q, kde a € [—1,1],
v komplexnim oboru je stejna jako v realném oboru. Stejné pro
cosZ = a.

e Plati analogicke identity jako v realném oboru
(sin®z + cos? z = 1, souctové vzorce, ...).



Logaritmus

Priklad
Nechtz € C\ {0}. Komplexni Cislo w je feSenim rovnice e" = z pravée
tehdy, kdyz w =1In |z| + i@ pro ¢ € Argz.

Otazka
Jaky ze vSech moznych argumentd ¢ € Argz vybrat?

e To zaleZi, co chceme délat. Ale jeden z nich je hlavni.

Definice

Komplexni funkci Inz definovanou pro z € C\ {0} jako
Inz = In |z| + iargz nazyvame hlavni hodnotou logaritmu.

e Dava smysl zavést mnozinu vSech logaritmi Cisla z # 0 jako
ILnz={lnz+ 2kni: ke Z}.

Priklad
In(1) =0, In(—1) = im, In(2/) =In2 4 i7.




Logaritmus a nekladna realna osa

© Im(in 2)

Tvrzeni

Komplexni funkce Inz je holomorfni na
Q=C\{zeC:Rez<0,Imz=0}
a pro kazdé z € Q plati (Inz)’ = 1.

V bodech mnoziny {z€ C: Rez < 0,Imz = 0} funkce Inz neni
spojita, a tedy ani diferencovatelna.



Pozor na logaritmus

Priklad
Proz=w=¢i"jeln(zw) = ~Zi # 2i=Inz+Inw.

Upozornéni
Obecné neplati In(zw) = Inz + Inw, ani In(z") = nln(2).
Pouceni

Vzorecky pro logaritmus, které znate z realné analyzy, tedy radéji
nepouzivejte, nejedna-li se o kladna realna cisla.

Priklad
In (€2™) = 0 # 27i.

Upozornéni

Plati e!n? = z pro kazdé z € C\ {0}, ale obecné neplati Ine? = z.



