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Motivace

e Méjme funkci f(z), ktera ma v bodé z, € C izolovanou
singularitu. Tedy f(z) = > an(z—2p)" pro z € P(zp).

nN=—o0

Je-li C kladné orientovana kruznice se stredem v zqy lezici uvnitf P(zo)
a f jako vyse, pak plati

/f(z)dz — 2mia_s.

C

* Hodnota [.f(z) dz je tedy zakddovana v jednom jediném Cisle,
a to v koeficientu u (z—2zp)~! v Laurentoveé rozvoji funkce f(z) na
P(zo).



Definice

Necht zy € C je izolovana singularita funkce f(z) a uvazme Laurentlv
rozvoj f(z) na P(2o), tj. f(z) = > pe._ o An(Z — 20)" pro z € P(zo).
Koeficient a_; se nazyva reziduum funkce fv bodé z; a znaci se
resy, f-

Priklad

Upozornéni

Reziduum v izolované singularité je vzdy dobre definovano a je to
(kone€né) Cislo. NemUze se stat, Ze ,neexistuje“ nebo Ze vyjde co.



Vypocet rezidua

e Zname-li Laurentlv rozvoj na P(zy), reziduum v zo snadno
urime.

Otazka
Jak spocitat reziduum, nezname-li Laurentdv rozvoj na P(Zo)?

Tvrzeni (Reziduum v odstranitelné singularité)

Necht ma funkce f(z) v bodé z, € C odstranitelnou singularitu.
Potom res,, f = 0.

Upozornéni

Opacna implikace ale neplati. Viz 2. pfiklad na 3. slajdu.



Vypocet rezidua v polech

Tvrzeni (Vypocet rezidua v polu)

Necht zy € C je pol radu k € N funkce f. Potom

resz, f(z) = 1 lim [(Z —20)*f(2)

(k=1)
(R —1)! 252 } '

e Specialné:
® je-li zg jednoduchy pol, pak res,, f(z) = Zlilgl (z—20)f(2);
—Z20
m je-li zo pol fadu 2, pak resy, f(z) = lim [(z — 20)%f(2)]".
7Z—7Zo

1 =_1
© res_; =1D(z+r1)° — 8
sinz
@ reso = =1



,Dosazovaci metoda“, jednonasobny kofen jmenovatele

Tvrzeni (,,dosazovaci metoda“)

Necht zo € C a funkce fa g jsou holomorfni na U(zy). Jestlize g ma
Vv g jednonasobny koren, potom

f2) _ f(z0)

resz, —— =

9(2)  9'(z0)

Upozornéni

Nelze pouZzit pro vicenasobné kofeny jmenovatele..

Chybné pouziti v pfipadé vicenasobnych kofen( typicky vede k chybam, pred kterymi jiz bylo varovano na
3. slajdu...



Reziduova véta

e Prfipomenme si, ze jiz vime z 2. slajdu, ze ma-li funkce f(2)
izolovanou singularitu v bodé z; € C a C je kladné orientovana
kruznice se stfedem v zy lezici uvnitf P(zg), pak

A f(2) dz = 27ires,, f(2).

Véta (Reziduova véta)

Necht Q C C je jednoduse souvisla oblast, C je kladné orientovana
Jordanova krivka lezici v Q. Necht f je holomorfni funkce na Q\ S, kde
S ={zeIntC:zje izolovana singularita funkce f}, a S je konecna
mnozina. Potom plati

/C f2)dz = 2mi'S " resu f(2).

WES



INET

Necht C je kladné orientovana hranice obdélnika o vrcholech —i,
4—1i,4+1ai Potom

1 dz — 37l
/C(Z—l)(2—3)(2—5)2 ‘T 16

Pouceni

Zapocitavaji se pouze rezidua v izolovanych singularitach, které lezi
uvnitr C.

Pouceni

Na samotné kfivce C nezalezi', relevantni je pouze to, jaké izolované
singularity lezi uvnitr.

Tstale se samoziejmé bavime o pFipustnych kFivkach, tj. C je kladné orientovana Jordanova kfivka.



Aplikace reziduove véty, integraly pres realnou osu

e V dalSim budeme chapat integral f+°°f x) dx jako

+mf = hm/f

_ R—-+oo
tj. ve smyslu tzv. Cauchyovy hlavni hodnoty.
eV tomto smyslu Jef xdx = 0.
e pPokud bychom definovali takovy integral jako napf.
+00 b
f(x)dx = lim f( )dx+ lim f(x) dx

— 0 a——o0 b—+4c0 Jo

pak by integral f x dx neexistoval.

e Nase pojeti ve smyslu hlavni hodnoty je v jistém smyslu
obecnéjsi a pro nase Ucely uzitecnéjsi.



Tvrzeni (Integraly s oscilujici exponencialou)

Necht P a Q jsou nenulové polynomy, st Q > st P+ 1, a Q nema zadny
realny koren. Necht o € R.

@ Jestlize a > 0, pak

e 'D(X) I1e%4 _ H P(Z) iz
/_oo me dx = 27 Z resy Q(Z)e ,

WES L

kde
S+ ={z€C:Q(z) =0,Imz > 0}.

® Jestlize a < 0, pak

oo P(X) X _ H P(Z) oz
/_OO me dX——QWIWES;reSW@e ,

kde
S_.={zeC:Q(2) =0,Imz < 0}.

© Je-listQ>stP+2 lze @ pouZitipro a = 0.



Upozornéni

Pozor na to, jak se lisi vzorec pro vypocet integralu v zavislosti na
znaménku parametru c.

e Prisplnéni pFedpokladD dostavame v pfipadé a = 0 vztah

+OOP
=27
/ 0 Zresw

- WES+

|

Priklad

_ —14+2i __ mwcos2 Tsin2;
°foox2 4X+5dX—7r€ - e + e !
o0 .
(2] f_oo (x2+1)(x2+4) dx = 6
Cos X e T cos 2
© /17 o5 dx = Re (72 G dx) = =<2

sin X _ +oo eix __ mwsin2
e f oo XZ—4x+5 dx = Tm (f—oo X2 —4x+5 dX) - e




K ¢emu je dobré umét takové integraly efektivné spocitat?

e Nejdrive si vzpomenme, jak bychom podobné integraly pocitali
metodami realné analyzy. Odpovéd je: ,,Dost pracné...*

e DUlezitéjSi ovsem je, Ze jsme se vlastné naucili, jak se efektivné
da pocitat/(analyticky vyjadrit) Fourierova transformace
racionalni funkce, jak brzy uvidime.



