
Cvi£ení � Komplexní analýza 2025/2026
Cvi£ení 3

Úloha 1. M¥jme funkci

u(x, y) = x2 − y2 − 4xy + 3x− y, (x, y) ∈ R2.

Nalezn¥te v²echny funkce v(x, y) : R2 → R takové, ºe:

(a) funkce f(z) = u(x, y) + iv(x, y) je celistvá;
(b) funkce f(z) jako vý²e je celistvá a navíc f(i) = −2 + 4i.

Úloha 2. M¥jme funkci

u(x, y) = e2x cos(2y) + x3 − 3xy2, (x, y) ∈ R2.

Nalezn¥te v²echny funkce v(x, y) : R2 → R takové, ºe:

(a) funkce f(z) = u(x, y) + iv(x, y) je celistvá;
(b) funkce f(z) jako vý²e je celistvá a navíc f(1 + iπ) = 1 + e2 − 3π2 + 3πi.

Úloha 3. Dokaºte, ºe pro kaºdé z, w ∈ C a n ∈ Z platí

(a) |ez| = eRe z;
(b) ez ̸= 0;
(c) ez = ew práv¥ tehdy, kdyº z = w + 2kπi pro n¥jaké k ∈ Z;
(d) (ez)n = enz.

Úloha 4. Ur£ete velikost a v jakém leºí kvadrantu komplexní £íslo z = e4−
301
200πi.

Úloha 5. Vyjád°ete funkci sin(−5iz3) pomocí exponenciální funkce.

Úloha 6. Ur£ete reálnou a imaginární £ást £ísla z, je-li

(a) z = e(2−3i)2 ;
(b) z = ln(−2− 2i);
(c) z = cos(π + i ln 2).

Úloha 7. Nalezn¥te v²echna °e²ení následujících rovnic.

(a) e6i+3iz + 6 = 0

(b)
(
ez
)2

= i

Pro nudící se

Úloha 8. M¥jme funkci
v(x, y) = − coshx cos y − 2, (x, y) ∈ R2.

Nalezn¥te v²echny funkce u(x, y) : R2 → R takové, ºe funkce f(z) = u(x, y) + iv(x, y) je celistvá a platí
f(iπ) = −i.

[P°ipomenutí: Platí (sinh)′ = cosh a (cosh)′ = sinh.]

Úloha 9. Nalezn¥te v²echna °e²ení následujících rovnic.

(a) cos z = 4
(b) e2z + ez + 1 = 0
(c) ln(z2 − 1) = iπ2

Úloha 10. Dokaºte, ºe je-li funkce f(z) = u(x) + iv(y) celistvá, potom f(z) je nutn¥ polynom stupn¥
nejvý²e jedna.

[Nápov¥da: Podstatné je, ºe funkce u(x, y) = u(x) závisí pouze na Re z a funkce v(x, y) = v(y) závisí pouze na Im z. Vyuºijte toho,

ºe reálná a imaginární £ást celistvé funkce jsou harmonické funkce na R2.]



Cauchyovy-Riemannovy podmínky

P°ipomenutí.

• Je-li z = x + iy a f(z) = u(x, y) + iv(x, y), kde u, v jsou reálné funkce, pak u = Re f (reálná
£ást funkce f) a v = Im f (imaginární £ást funkce f).

• M¥jme funkci f(z) = u(x, y) + iv(x, y) takovou, ºe funkce u(x, y) a v(x, y) mají spojité parci-
ální derivace. Potom f ′(z) existuje práv¥ tehdy, kdyº jsou spln¥ny Cauchyovy-Riemannovy
podmínky:
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∂x
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∂v
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V takovém p°ípad¥ platí

f ′(z) =
∂u

∂x
(x, y) + i

∂v

∂x
(x, y).

Elementární funkce

P°ipomenutí.

• Pro z = x+ iy ∈ C de�nujeme

ez = ex (cos y + i sin y) ,

sin z =
eiz − e−iz

2i
,

cos z =
eiz + e−iz

2
.

• Pro z ∈ C \ {0} de�nujeme hlavní hodnotu logaritmu

ln z = ln |z|+ i arg z.

• Pro kaºdé z ∈ C \ {0} platí eln z = z.

• Pozor, v opa£ném po°adí to obecn¥ neplatí. Tj. obecn¥ není pravda ln ez = z.

• ez = ew práv¥ tehdy, kdyº z = w + 2kπi pro n¥jaké k ∈ Z.



Výsledky
Úloha 1: (a) v(x, y) = 2xy − 2y2 + 3y + 2x2 + x+K, kde K ∈ R

(b) K = 3
Úloha 2: (a) v(x, y) = e2x sin(2y) + 3x2y − y3 +K, kde K ∈ R

(b) K = π3

Úloha 4: |z| = e4, z leºí v 1. kvadrantu

Úloha 5: sin(−5iz3) = e5z
3
−e−5z3

2i

Úloha 6: (a) Re z = e−5 cos 12, Im z = −e−5 sin 12

(b) Re z = ln
√
8, Im z = − 3π

4

(c) Re z = − 5
4 , Im z = 0

Úloha 7: (a) zk = −2 + π
3 + 2kπ

3 − ln 6
3 i, kde k ∈ Z

(b) zk = −π
4 i− kπi, kde k ∈ Z

Úloha 8: u(x, y) = sinhx sin y

Úloha 9: (a) zk = −i ln(4±
√
15) + 2kπ, kde k ∈ Z

(b) zk = ± 2πi
3 + 2kπi, kde k ∈ Z

(c) z1,2 = ± 4
√
2ei

π
8 ; ekvivalentn¥ (nap°.) z1 = 4

√
2ei

π
8 a z2 = 4

√
2ei

9π
8


