
Cvi£ení � Komplexní analýza 2025/2026
Cvi£ení 5 a £ást 6

Úloha 1. Rozvi¬te funkci f(z) do mocninné °ady se st°edem v z0 a ur£ete parametry jejího kruhu kon-
vergence.

(a) f(z) = z−3
1−2z , z0 = 3

(b) f(z) = 1
(z+6)2 , z0 = −4

(c) f(z) = (z − 2)4e3z, z0 = 2

(d) f(z) = (z+1)5

z2+z−2 , z0 = −1

Úloha 2.

(a) Mocninná °ada
∞∑

n=0

an(z − 2i)n

má polom¥r konvergence R = 4. Konverguje v bod¥ z = 2 + 3i?
(b) Laurentova °ada

∞∑
n=−∞

an(z + 4)n

má vnit°ní polom¥r konvergence r = 3 a vn¥j²í R = 9. Konverguje v bod¥ z = −6?

Úloha 3. Rozvi¬te funkci

f(z) =
1

(z + 5)(z − 3)4(z2 + 2z − 15)2

do Laurentovy °ady na maximálním prstencovým okolí bodu z0 = 3 a ur£ete jeho parametry.

Úloha 4. Klasi�kujte typ izolované singularity funkce f(z) v bod¥ z, je-li

(a) z = −2 a

f(z) = − 9

(z + 2)5
+

8

(z + 2)3
− 3

(z + 2)2
+

∞∑
n=−3

n2(z + 2)3n+4, z ∈ P (−2);

(b) z = i a

f(z) =
2

(z − i)3
+

1

z − i
+

∞∑
n=−5

(n+ 3)(z − i)2n+7, z ∈ P (i).

Úloha 5. Ur£ete koe�cient α ∈ C a exponent k ∈ Z tak, aby funkce

f(z) =
α

(z − 1)k
+

7

3(z − 1)2
+

∞∑
n=1

(z − 1)n−3

3n
, z ∈ P (1),

m¥la v bod¥ 1 jednoduchý pól.

Pro nudící se

Úloha 6. Rozvi¬te funkci f(z) = z3−2z+1
z+2 do mocninné °ady se st°edem v 1 a ur£ete parametry jejího

kruhu konvergence.

Úloha 7. Rozvi¬te funkci f(z) = e2z

(z−1)3 do Laurentovy °ady na co nejv¥t²ím prstencovým okolí bodu 1

a ur£ete jeho parametry. Dále klasi�kujte typ izolované singularity funkce v bod¥ 1.

Úloha 8. O funkci f(z) víme, ºe má v bod¥ i pól °ádu 1. Dále o ní víme, ºe spl¬uje (z − i)f(z)|z=i = 5i
a (z− i)f(z)|z=0 = −3. Klasi�kujte typ izolované singularity funkce g(z) = f(z)+3+ z2− 5i

z−i , z ∈ P (i),
v bod¥ i.



Mocninné °ady

P°ipomenutí.

• Mocninná °ada je °ada tvaru
∞∑

n=0

an(z − z0)
n,

kde {an}∞n=0 je daná £íselná posloupnost (tzv. koe�cienty mocninné °ady), z je prom¥nná
a z0 je pevné dané £íslo (tzv. st°ed mocninné °ady).

⋆ Pro kaºdou mocninnou °adu existuje (práv¥ jedno) R ∈ [0,∞] takové, ºe °ada absolutn¥
konverguje na otev°eném kruhu se st°edem v z0 a polom¥ru R, a diverguje na mnoºin¥
{z ∈ C : |z−z0| > R}. Toto R se nazývá polom¥r konvergence mocninné °ady. Otev°ený
kruh se st°edem z0 a polom¥ru R se nazývá kruh konvergence mocninné °ady.

⋆ R = ∞ znamená, ºe kruh konvergence je celá komplexní rovina. Pokud je R = 0, tak je tento
otev°ený kruh vlastn¥ prázdná mnoºina. P°ípad R = 0 nastat m·ºe, ale takové mocninné
°ady jsou pro nás nezajímavé, protoºe s nimi nejde nic moc dále d¥lat.

⋆ Mocninná °ada NEobsahuje záporné mocniny (z − z0).

• Známé sou£ty/rozvoje, které bychom m¥li bezpe£n¥ znát:

⋆ (geometrická °ada:)
∑∞

n=0 z
n = 1

1−z pro |z| < 1;

⋆ (rozvoj exponenciály:) ez =
∑∞

n=0
zn

n! pro libovolné z ∈ C.

• Jednoduché parciální zlomky (tj. s lineárním polynomem ve jmenovateli) rozvíjíme pomocí zná-
mého sou£tu geometrické °ady.

• Správný st°ed si vyrobíme p°epsáním z = (z − z0) + z0.

• Parciální zlomky odpovídající vy²²í násobnosti ko°ene p°evedeme na jednoduché, které umím roz-
vinout, pomocí integrování. Následn¥ derivujeme, abychom získali poºadovaný rozvoj.

Laurentovy °ady

P°ipomenutí.

• Laurentova °ada je °ada tvaru
∞∑

n=−∞
an(z − z0)

n,

kde {an}∞n=∞ je daná £íselná posloupnost (tzv. koe�cienty Laurentovy °ady), z je prom¥nná
a z0 je pevné dané £íslo (tzv. st°ed Laurentovy °ady).

• Narozdíl od mocninných °ad Laurentova °ada obsahuje i záporné mocniny (z − z0).

• Laurentovy °ady konvergují na mezikruºích.
⋆ P (z0; r;R), kde z0 je st°ed, r je vnit°ní polom¥r a R je vn¥j²í polom¥r.
⋆ Speciáln¥ P (z0; 0;R) je prstencové okolí bodu z0, tj. otev°ený kruh se st°edem v z0 a polom¥ru
R bez svého st°edu.

• P°i rozvoji racionální funkce do Laurentovy °ady na prstencovém okolí bodu z0 ∈ C postupujeme
stejn¥ jako u mocninných °ad.

Klasi�kace izolovaných singularit (pomocí Laurentova rozvoje)

P°ipomenutí.

• Nech´ f(z) =
∑∞

n=−∞ an(z − z0)
n je Laurent·v rozvoj funkce f na prstencovém okolí izolované

singularity z0 ∈ C. Rozli²ujeme t°i typy izolovaných singularit.
(1) Pokud an = 0 pro kaºdé n < 0, pak z0 je odstranitelná singularita.

⋆ f(z) = a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)
2 + · · · na prstencovém okolí z0

(2) Pokud a−k ̸= 0 pro n¥jaké k ∈ N a an = 0 pro kaºdé n < −k, pak z0 je pól °ádu k.
⋆ f(z) = a−k

(z−z0)k
+ · · · + a−1

(z−z0)
+ a0 + a1(z − z0) + · · · na prstencovém okolí z0, kde

a−k ̸= 0
(3) Pokud an ̸= 0 pro nekone£n¥ mnoho n < 0, pak z0 je podstatná singularita.

• Máme-li k dispozici Laurent·v rozvoj (na správném prstencovém okolí!), vy£teme typ izolované
singularity z rozvoje.



Výsledky
Úloha 1: (a) f(z) =

∑∞
n=0

2n

(−5)n+1 (z − 3)n+1 pro |z − 3| < 5
2 (tj. R = 5

2 )

(b) f(z) =
∑∞

n=1
(−1)n+1

2n+1 n(z + 4)n−1 pro |z + 4| < 2 (tj. R = 2)

(c) f(z) = e6
∑∞

n=0
3n(z−2)n+4

n! pro kaºdé z ∈ C (tj. R = ∞)

(d) f(z) = − 1
3

∑∞
n=0(−1)n(z + 1)n+5 − 1

3

∑∞
n=0

(z+1)n+5

2n+1 pro |z + 1| < 1 (tj. R = 1)
Úloha 2: (a) Ano.

(b) Ne.
Úloha 3: f(z) = 1

2

∑∞
n=2

(−1)n

8n+1 n(n− 1)(z − 3)n−8 pro 0 < |z − 3| < 8 (tj. r = 0 a R = 8)
Úloha 4: (a) Pól °ádu 3.

(b) Odstranitelná singularita.
Úloha 5: k = 2, a = − 8

3

Úloha 6: f(z) = (z − 1)2 −
∑∞

n=1
(−1)n

3n (z − 1)n pro |z − 1| < 3 (tj. R = 3)

Úloha 7: f(z) =
∑∞

n=−3
2n+3e2

(n+3)! (z − 1)n pro 0 < |z − 1| < ∞ (tj. r = 0 a R = ∞); pól °ádu 3

Úloha 8: Odstranitelná singularita.


