
Cvi£ení � Komplexní analýza 2025/2026
Cvi£ení 6 a £ást 7

Úloha 1. Klasi�kujte typ izolované singularity funkce

f(z) =
2

(z − i)3
+

1

z − i
+

∞∑
n=−5

(n+ 3)(z − i)2n+7, z ∈ P (i),

v bod¥ z = i.

Úloha 2. Ur£ete koe�cient α ∈ C a exponent k ∈ Z tak, aby funkce

f(z) =
α

(z − 1)k
+

7

3(z − 1)2
+

∞∑
n=1

(z − 1)n−3

3n
, z ∈ P (1),

m¥la v bod¥ 1 jednoduchý pól.

Úloha 3. Klasi�kujte v²echny izolované singularity funkce f(z), kde

(a) f(z) = sin z+z−π
z2(z−π)4

(b) f(z) = (ez−1)(1−cos z)4

z11

(c) f(z) = (z−sin z)(1−cos z)
z7(1−eiz)2

(d) f(z) = eiz−i−cos z
(1−sin z)2(z−π

2 )

Úloha 4. Ur£ete reziduum funkce f(z) v bod¥ z, je-li

(a) z = −2 a

f(z) =
3

(z + 2)2
+

2

z + 2
+

∞∑
n=−3

n2(z + 2)3n+5, z ∈ P (−2);

(b) z = 0 a

f(z) =
2

z3
+

∞∑
n=−3

(n+ 1)z2n+4, z ∈ P (0).

Úloha 5. Ur£ete koe�cient α ∈ C a exponent k ∈ Z tak, aby platilo

res1

(
α

(z − 1)k
+

2

3(z − 1)3
+

∞∑
n=1

(z − 1)n−3

3n

)
=

4

9
.

Úloha 6. Spo£t¥te.

(a) resπ
cos z

z(z−π)2

(b) res0
cos z

z(z−π)2

(c) resπ
2

eiz

sin(2z)

(d) res0
sin z

ez−1−z

(e) res0
z2

1−cos z

Pro nudící se

Úloha 7. O funkci f(z) víme, ºe má v bod¥ i pól °ádu 1. Dále o ní víme, ºe spl¬uje (z − i)f(z)|z=i = 5i
a (z − i)f(z)|z=0 = −3. Klasi�kujte typ izolované singularity funkce g(z) = f(z) + 3 + z2 − 5i

z−i , z ∈ P (i),
v bod¥ i.

Úloha 8. Zd·vodn¥te/Dokaºte, ºe platí následující tvrzení: Má-li funkce f(z) v bod¥ z0 ∈ C pól °ádu k ∈ N
a funkce g(z) pól °ádu l ∈ N, p°i£emº k ̸= l, pak funkce f(z) + g(z) má v bod¥ z0 pól °ádu max{k, l}.
Rozmyslete si také, ºe p°edpoklad k ̸= l je d·leºitý.



Klasi�kace izolovaných singularit

P°ipomenutí.

• Nech´ f(z) =
∑∞

n=−∞ an(z − z0)
n je Laurent·v rozvoj funkce f na prstencovém okolí izolované

singularity z0 ∈ C. Rozli²ujeme t°i typy izolovaných singularit.
(1) Pokud an = 0 pro kaºdé n < 0, pak z0 je odstranitelná singularita.

⋆ f(z) = a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)
2 + · · · na prstencovém okolí z0

(2) Pokud a−k ̸= 0 pro n¥jaké k ∈ N a an = 0 pro kaºdé n < −k, pak z0 je pól °ádu k.
⋆ f(z) = a−k

(z−z0)k
+ · · ·+ a−1

(z−z0)
+a0+a1(z−z0)+ · · · na prstencovém okolí z0, kde a−k ̸= 0

(3) Pokud an ̸= 0 pro nekone£n¥ mnoho n < 0, pak z0 je podstatná singularita.

• Máme-li k dispozici Laurent·v rozvoj (na správném prstencovém okolí!), vy£teme typ izolované
singularity z rozvoje.

• Pokud ne, £asto se hodí následující pravidlo. Uvaºme funkci f = g
h , p°i£emº g má v bod¥ z0 ∈ C

ko°en násobnosti k ∈ N0 a h má v bod¥ z0 ko°en násobnosti l ∈ N. Potom f má v z0:
⋆ odstranitelnou singularitu, pokud k ≥ l;
⋆ pól °ádu l − k, pokud k < l.

• Funkce f ̸≡ 0, která je holomorfní na okolí z0 ∈ C, má v z0 ko°en násobnosti k ∈ N0, pokud
f(z0) = f ′(z0) = · · · = f (k−1)(z0) = 0 a f (k)(z0) ̸= 0.

⋆ Polynom (z − z0)
k, k ∈ N, má v bod¥ z0 ko°en násobnosti k.

• Má-li funkce f v bod¥ z0 ∈ C ko°en násobnosti k a g násobnosti l, potom funkce f(z)g(z) má v bod¥
z0 ko°en násobnosti k + l.

Reziduum

P°ipomenutí.

(1) Nech´ f(z) =
∑∞

n=−∞ an(z − z0)
n je Laurent·v rozvoj funkce f na prstencovém okolí izolované

singularity z0 ∈ C. Koe�cient a−1 (tj. koe�cient u (z− z0)
−1) nazýváme reziduem funkce f v bod¥

z0 a zna£íme resz0 f(z) = a−1.

(2) Máme-li k dispozici Laurent·v rozvoj (na správném prstencovém okolí!), vy£teme reziduum z rozvoje.

(3) Pokud ne, £asto se hodí následující pravidla pro vý£et reziduí.
• Má-li f(z) v bod¥ z0 pól °ádu k ∈ N, potom

resz0 f(z) =
1

(k − 1)!
lim
z→z0

[(z − z0)
kf(z)](k−1).

• Je-li funkce f tvaru f = g
h , kde g je holomorfní na okolí z0 a h má v bod¥ z0 jednonásobný

ko°en, potom

resz0
g(z)

h(z)
=

g(z0)

h′(z0)
.

• Reziduum v izolované singularit¥ je vºdy dob°e de�nované komplexní £íslo. Tvrdit, ºe reziduum
�neexistuje� nebo je �nekone£né� nedává ºádný smysl. . .



Výsledky
Úloha 1: Odstranitelná singularita.
Úloha 2: k = 2, a = − 8

3

Úloha 3: (a) Izolované singularity jsou body 0 a π. Bod 0 je pól °ádu 2. Bod π je pól °ádu 1.
(b) Jediná izolovaná singularita je bod 0. Bod 0 je pól °ádu 2.
(c) Izolované singularity jsou body 2kπ pro k ∈ Z. Body 2kπ pro k ̸= 0 jsou odstranitelné

singularity. Bod 0 je pól °ádu 4.
(d) Izolované singularity jsou body π

2 +2kπ pro k ∈ Z. Body π
2 +2kπ pro k ̸= 0 jsou póly °ádu 2.

Bod π
2 je pól °ádu 3.

Úloha 4: (a) res−2 f = 6
(b) res0 f = 0

Úloha 5: k = 1 a α = 1
3

Úloha 6: (a) 1
π2

(b) 1
π2

(c) − i
2

(d) 2
(e) 0

Úloha 7: Odstranitelná singularita.


