Cvi¢eni — Komplexni analyza 2025/2026
Cviceni 7

Uloha 1. Uréete reziduum funkce f(z) v bodé z, je-li

(a) 2= -2 a
f(z) = ﬁ + % + n_f:B n*(z +2)*"°, z € P(-2);
(b) z2=0a
f(z) = ;3 + i (n+1)22", 2 € P(0).

Uloha 2. Urcete koeficient o € C a exponent k € 7 tak, aby platilo

o 2 = (z—1)"3 4
reS1<(Z_1)k+3(2_1)3+Z o ):9.

n=1

Uloha 3. Spoctéte.

cos z

() resp 2255

(b) reso 525

et

(c) resz @)
(d) reso sin z

er—1—=z

2
(e) reso 1—iosz

Uloha 4. Spoctéte.

(a)
/c GG 52

kde C je kladné orientovand kruznice o rovnici |z — 4] = 2.

(b)
1 sin z
/ — + ¢ dz,
czsinz  z+3

kde C je kladné orientovand hranice trojihelnika s vrcholy —2, 37” + 21, 37" — 2i.

(c)
1 z2—%
d
/Cez 1" (cos z)? =

kde C je kladné orientovand hranice obdélnika s vrcholy T+, T — i, m+1i, m —i.

Uloha 5. Uréete, cemu se rovnd

| st st s
z
c(z4+3)®%  2z-3 2z+3 7

kde C je kladné orientovand kruZnice o rovnici |z + 1| = 3.

Pro nudici se

Uloha 6. O funkcich f1(2), fo(2) a f3(2) vime, Ze magi v bodé¢ zo € C jednoduchyj pol a platires., f1(z) = 2,
res,, fa(z) = —1 a res,, f3(z) = —2. Urcete, jaky typ izolované singularity maji v bodé zy € C funkce

9(2) = f1(2) + fa(2) a h(z) = f1(z) + f5(2).
Uloha 7. Vime, Ze

f(z)dz=5 a /L f(z)dz = -3,

Ly



kde f(z) je celistvd funkce, Ly je isecka s pocdtecnim bodem —2 a koncovgm i a Lo je isecka s pocdtecnim
bodem v a koncovym 2. Urcete
| reaz,
c

kde C je zdporné orientovand polokruznice se stiedem v 0, poloméru 2 a pocdtecnim bodem 2.

Reziduum

Piipomenuti.
(1) Necht f(z) = >, an(z — 20)" je Laurentiv rozvoj funkce f na prstencovém okoli izolované

singularity zo € C. Koeficient a_1 (tj. koeficient u (z — z0)~*) nazjvdme reziduem funkce f v bodé
zo a znacime res,, f(z) = a_1.

(2) Mdme-li k dispozici Laurentiv rozvoj (na spravném prstencovém okoli!), vycteme reziduum z rozvoje.

(8) Pokud ne, casto se hodi ndsledugici pravidla pro vijcet rezidui.
e Ma-li f(z) v bod& zy pol ¥adu k € N, potom
res.y £(2) = gy Jim (= = )£
Specidlné pro
* k= 1:res;, f(z) =lim,—.,(z — 20) f(2);
* k=2:res;, f(z) =lim.., ((z — zo)Qf(z))/.
o Je-li funkce f tvaru f = §, kde g je holomorfni na okoli zo a h ma v bodé z; jednonasobny
koren, potom
9(z) 9(20)

res;, s~ =

h(z) — h(z0)
o Reziduum v izolované singularité je vidy dobie definované komplexni ¢islo. Tvrdit, Ze reziduum
»neexistuje”, nebo je ,nekonecné* neddvd Zidni smysl. . .

Reziduova véta

Piipomenuti.

WE /Cf(z) dz = 27m'(resw1 f(2) + resy, f(Z))



Vysledky
Uloha 1: (
(

Uloha2: k=1laa=1
Uloha 3: (a
(

Uloha 4: (
(
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Uloha 5: 8mi
Uloha 6: g(2) ma v zy jednoduchy pol; h(z) ma v z, odstranitelnou singularitu
Uloha 7: —2



