Komplexni analyza 2025/2026
Dobrovolna domaci cviéeni 2, FeSeni

Uloha 1. S jednotlivgmi cleny se vypordddame postupné. Zaprvé, jest 22% = 2(x +iy)? = 222 — 2y* 4 4xyi.
Dile z—i=ax+iy—i=z—iy+i=x+ (1 —y)i. Tedy

222 B 222 — 2y% + dxyi B 222 — 2y? +dayi x — (1 —vy)i

>—i x4+ (1-y)i  z+1-y)i x—(1-—y)
_ (22° = 2y%)x — 4(1 — y)ey — (220° - 29%) (1 — y)i + 4aPyi
N 22+ (1-y)?
_ 207 =297 — 4l —y)ey (227 —2y7)(1 —y) — 4%y,
2? + (1 —y)? 2? + (1 —y)? '

Zadruhé, mime z —2+i=x+iy—2+i=x—2+ (y+ 1)i, takZe
iz —2+i> =i ((z —2)* + (y +1)?).

Nakonec i*3z = iz = i(z + iy) = —y + iz, takZe
Re (i"2) = —y.
Celkem tedy
(222 —2y%)z —4(1 —y)ay (227 —2*)(1 —y) —4day 2 2
_ _ —9 1)?) —
f(z) 22 + (1—y)? 221 (1—y)? Z-I—Z((m )+ (y+ )) Y
(22% — 2y%)2 — 4(1 — y)zy 2 2 (202 —22)(1 —y) —da?y)
= - —2 1) — .
Takze
_ (22% —2y%)z — 4(1 — y)zy
'U/(l',y) - 1’2 + (1 _ y)2 y
a
22% — 2y%)(1 — y) — 4’y
— _92 2 1 2 _ ( .
o(ey) = (2= 2+ (g + 1) R
Uloha 2. Zacneme tim, Ze urcime redlnou a imagindrni éist funkce f(z). Jest Im(2) = Im(z —iy) = —y,

Im(22%) = Im(2? — y? + 22yi) = 22y a Re(2?) = Re(2? — y? + 2wyi) = 2% — 42, takZe
f(2) = =B — day +ia(a® — y* + 2y%) = — By — day + ia(2® + 7).

Tedy u(z,y) = —B%y — day a v(z,y) = a(z? + y?). Pripomeiime si, Ze funkce f(z) md v bodé —5 — 2i
derivaci pravé tehdy, kdyz jsou splnény zdroveti obé Cauchyovy-Riemannovy podminky:
ou, 1 ov, 1

%(_57 _2) = @(_57_2> (CRl)
a

ou, 1 ov, 1

s =202, -9). 2

55— = 55,2 (CR2)
Podminka (CR1) ndm tedy ddvd

—4y = Qay’ —ly——2
= —4da
oa=-2

Podminka (CR2) nam ddvd

—B%2 — 4z = —an‘r:

—f+2=nq.

—3.y=-2

Dosazenim o = —2 tedy



takZe 8 = £2. Funkce je tedy diferencovatelnd v bodé f% —2i pro o« = —2 a 8 = £2. Pro tyto hodnoty
parametri ddle plati

1 ou, 1 ov, 1
/ N Ou, 1 Ov, 1 _ .
f(—§—21)—am( 5 2)+28x( 5 2) = —4y 43:@’&::7%#:72—8—1—2@.
Uloha 3. Pripomerime si, ze u(z,y) je harmonickd, jestlize
0%u 0%u

ﬁ(:ﬂ,y) + a—yz(x, y) =0 pro viechny x,y € R.

Spocteme nejdiive tyto parcidlni derivace. Jest

02 0
87;;(% y) = E (304m2y3 + 95 + bty + 2e2° cos(By)) = 6axy® + 202y + 4e** cos(By)
a
u 9 3,2 4 5 2z 3 3 2 2z
a—?ﬂ(%y) = ay (3ax y“ + bxy® + x° — Pe sm(ﬁy)) = 6az’y + 20zy° — B<e= cos(By).

Hileddme tedy parametry o, € R takové, aby
6azy® + 2023y + 4@ cos(By) + 6axy + 20zy® — %€ cos(By) = 0

(6a + 20)zy® + (20 + 6a)2®y + (4 — B?)e** cos(By) = 0

pro kazdé z,y € R. Vidime, Ze zvolime-li o = f% = 713—0, pak jsou pruni dva éleny konstanté nulové

(a jind moznost zirejmé neni). Ddle vidime, Ze zvolime-li § = £2, pak je i tieti clen konstatné nulovy. Zde
bychom si méli uvédomit, Ze jind moZnost neni. Neezistuje totiZ volba parametru 8 takovd, aby cos(By) = 0
pro kazdé y € R (staci zvolit y = 0, potom ziejmeé cos(B - 0) =1 # 0 pro libovolné 5 € R).

Funkce u(z,y) je tedy harmonickd pravé tehdy, kdyz o = — % a = +2.



