
Komplexní analýza 2025/2026
Dobrovolná domácí cvi£ení 2, °e²ení

Úloha 1. S jednotlivými £leny se vypo°ádáme postupn¥. Zaprvé, jest 2z2 = 2(x+ iy)2 = 2x2−2y2+4xyi.
Dále z − i = x+ iy − i = x− iy + i = x+ (1− y)i. Tedy

2z2

z − i
=

2x2 − 2y2 + 4xyi

x+ (1− y)i
=

2x2 − 2y2 + 4xyi

x+ (1− y)i
· x− (1− y)i

x− (1− y)i

=
(2x2 − 2y2)x− 4(1− y)xy − (2x2 − 2y2)(1− y)i+ 4x2yi

x2 + (1− y)2

=
(2x2 − 2y2)x− 4(1− y)xy

x2 + (1− y)2
− (2x2 − 2y2)(1− y)− 4x2y

x2 + (1− y)2
i.

Zadruhé, máme z − 2 + i = x+ iy − 2 + i = x− 2 + (y + 1)i, takºe

i|z − 2 + i|2 = i
(
(x− 2)2 + (y + 1)2

)
.

Nakonec i13z = iz = i(x+ iy) = −y + ix, takºe

Re
(
i13z

)
= −y.

Celkem tedy

f(z) =
(2x2 − 2y2)x− 4(1− y)xy

x2 + (1− y)2
− (2x2 − 2y2)(1− y)− 4x2y

x2 + (1− y)2
i+ i

(
(x− 2)2 + (y + 1)2

)
− y

=
(2x2 − 2y2)x− 4(1− y)xy

x2 + (1− y)2
− y +

(
(x− 2)2 + (y + 1)2 − (2x2 − 2y2)(1− y)− 4x2y

x2 + (1− y)2

)
i.

Takºe

u(x, y) =
(2x2 − 2y2)x− 4(1− y)xy

x2 + (1− y)2
− y

a

v(x, y) = (x− 2)2 + (y + 1)2 − (2x2 − 2y2)(1− y)− 4x2y

x2 + (1− y)2
.

Úloha 2. Za£neme tím, ºe ur£íme reálnou a imaginární £ást funkce f(z). Jest Im(z̄) = Im(x− iy) = −y,
Im(z2) = Im(x2 − y2 + 2xyi) = 2xy a Re(z2) = Re(x2 − y2 + 2xyi) = x2 − y2, takºe

f(z) = −β2y − 4xy + iα(x2 − y2 + 2y2) = −β2y − 4xy + iα(x2 + y2).

Tedy u(x, y) = −β2y − 4xy a v(x, y) = α(x2 + y2). P°ipome¬me si, ºe funkce f(z) má v bod¥ − 1
2 − 2i

derivaci práv¥ tehdy, kdyº jsou spln¥ny zárove¬ ob¥ Cauchyovy-Riemannovy podmínky:

∂u

∂x
(−1

2
,−2) =

∂v

∂y
(−1

2
,−2) (CR1)

a

∂u

∂y
(−1

2
,−2) = −∂v

∂x
(−1

2
,−2). (CR2)

Podmínka (CR1) nám tedy dává

−4y = 2αy
∣∣
x=− 1

2 ,y=−2

8 = −4α

α = −2.

Podmínka (CR2) nám dává

−β2 − 4x = −2αx
∣∣
x=− 1

2 ,y=−2

−β2 + 2 = α.

Dosazením α = −2 tedy

β2 = 4,



takºe β = ±2. Funkce je tedy diferencovatelná v bod¥ − 1
2 − 2i pro α = −2 a β = ±2. Pro tyto hodnoty

parametr· dále platí

f ′(−1

2
− 2i) =

∂u

∂x
(−1

2
,−2) + i

∂v

∂x
(−1

2
,−2) = −4y − 4xi

∣∣
x=− 1

2 ,y=−2
= 8 + 2i.

Úloha 3. P°ipome¬me si, ºe u(x, y) je harmonická, jestliºe

∂2u

∂x2
(x, y) +

∂2u

∂y2
(x, y) = 0 pro v²echny x, y ∈ R.

Spo£teme nejd°íve tyto parciální derivace. Jest

∂2u

∂x2
(x, y) =

∂

∂x

(
3αx2y3 + y5 + 5x4y + 2e2x cos(βy)

)
= 6αxy3 + 20x3y + 4e2x cos(βy)

a

∂2u

∂y2
(x, y) =

∂

∂y

(
3αx3y2 + 5xy4 + x5 − βe2x sin(βy)

)
= 6αx3y + 20xy3 − β2e2x cos(βy).

Hledáme tedy parametry α, β ∈ R takové, aby

6αxy3 + 20x3y + 4e2x cos(βy) + 6αx3y + 20xy3 − β2e2x cos(βy) ≡ 0

(6α+ 20)xy3 + (20 + 6α)x3y + (4− β2)e2x cos(βy) ≡ 0

pro kaºdé x, y ∈ R. Vidíme, ºe zvolíme-li α = − 20
6 = −10

3 , pak jsou první dva £leny konstant¥ nulové
(a jiná moºnost z°ejm¥ není). Dále vidíme, ºe zvolíme-li β = ±2, pak je i t°etí £len konstatn¥ nulový. Zde
bychom si m¥li uv¥domit, ºe jiná moºnost není. Neexistuje totiº volba parametru β taková, aby cos(βy) = 0
pro kaºdé y ∈ R (sta£í zvolit y = 0, potom z°ejm¥ cos(β · 0) = 1 ̸= 0 pro libovolné β ∈ R).

Funkce u(x, y) je tedy harmonická práv¥ tehdy, kdyº α = − 10
3 a β = ±2.


