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Úloha 1. Chceme najít v²echny funkce v(x, y) : R2 → R takové, ºe jsou pro kaºdé x, y ∈ R spln¥ny ob¥
Cauchyovy-Riemannovy podmínky:

∂u

∂x
(x, y) =

∂v

∂y
(x, y) (CR1)

a

∂u

∂y
(x, y) = −∂v

∂x
(x, y). (CR2)

Z (CR1) tedy dostáváme

∂v

∂y
=

∂u

∂x
= 4x3 − 12xy2.

Integrací podle prom¥nné y dostaneme

v(x, y) =

∫
4x3 − 12xy2 dy = 4x3y − 4xy3 + C(x), (1)

kde C(x) je neznámá funkce, která m·ºe záviset na prom¥nné x (nikoliv ov²em na y).
Vyuºitím (CR2) dostaneme

∂v

∂x
= −∂u

∂y
= −(4y3 − 12x2y + 3) = −4y3 + 12x2y − 3. (2)

Derivací (1) podle x dále dostaneme

∂v

∂x
=

∂

∂x
(4x3y − 4xy3 + C(x)) = 12x2y − 4y3 + C ′(x). (3)

Nyní porovnáme (2) a (3), £ímº dostaneme

−4y3 + 12x2y − 3 = 12x2y − 4y3 + C ′(x)

C ′(x) = −3.

Takºe

C(x) =

∫
−3 dx = −3x+K,

kde K ∈ R. Dosazením zp¥t do (1) kone£n¥ dostáváme

v(x, y) = 4x3y − 4xy3 − 3x+K,

kde K ∈ R.
Dále chceme ur£it K tak, aby platilo

f(2 + i) = u(2, 1) + iv(2, 1) = −4 + 5i.

Má tedy platit v(2, 1) = 5, takºe

4x3y − 4xy3 − 3x+K
∣∣∣
x=2,y=1

= 5

32− 8− 6 +K = 5

K = −13.

Nakonec máme ur£it f ′(1− i). Dosazením do vztahu pro derivaci z C-R podmínkem dostaneme

f ′(1− i) =
∂u

∂x
(1,−1) + i

∂v

∂x
(1,−1) = 4x3 − 12xy2 + i(12x2y − 4y3 − 3)

∣∣∣
x=1,y=−1

= 4− 12 + i(−12 + 4− 3) = −8− 11i.



Úloha 2. P°ipome¬me si, ºe pro libovolné w ∈ C platí |ew| = eRew. Tedy |e−2+ 98
45πi| = e−2. Dále

| − 3i| = 3, takºe

|z| = | − 3i| · |e−2+ 98
45πi| = 3e−2.

Dále si p°ipome¬me, ºe pro libovolné w ∈ C platí Imw ∈ Arg ew. Tedy 98
45π ∈ Arg e−2+ 98

45πi. Protoºe
−π

2 je argument (dokonce hlavní hodnota argumentu) £ísla −3i, máme

−π

2
+

98

45
π =

151

90
π ∈ Arg z.

Te¤ si zbývá uv¥domit, ºe £íslo z tedy leºí ve 4. kvadrantu. M·ºeme nap°íklad psát 151
90 π = 2π − 29

90π,

takºe arg z = − 29
90π. Nakonec

ln z = ln |z|+ i arg z = ln(3e−2)− 29

90
πi.

Úloha 3. Rovnici p°enásobíme eiz+1 (o £emº víme, ºe je vºdy nenulové), £ímº dostaneme

e2iz = − i

eiz+1

eiz+1e2iz = −i

e3iz+1 = −i.

Pravou stranu si také vyjád°íme pomocí exponenciální funkce. Jest −i = e−
π
2 i, takºe

e3iz+1 = e−
π
2 i.

Tedy

3iz + 1 = −π

2
i+2kπi kde k ∈ Z,

takºe

z = − 1

3i
− π

6
+

2kπ

3
= −π

6
+

2kπ

3
+

1

3
i,

kde k ∈ Z.


