Komplexni analyza 2025/2026
Dobrovolna domaci cviéeni 3, FeSeni

Uloha 1. Chceme najit vechny funkce v(z,y): R? — R takové, Ze jsou pro kazdé x,y € R splnény obé
Cauchyovy-Riemannovy podminky:
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Z (CR1)) tedy dostdvdme
ov  Ou g4 9
a—y = = 4x 12xy~.
Integraci podle proménné y dostaneme
v(z,y) = /4x3 — 12zy* dy = 423y — 4ay® + C(x), (1)

kde C(x) je nezndmd funkce, kterd miZe zdviset na proménné x (nikoliv ovSem na y).

Vyuzitim (CR2) dostaneme

% = _% = —(4y® — 122%y + 3) = —4y® + 122%y — 3. (2)
Derivaci podle x ddle dostaneme

v 9 3 3 2 3 /

%:£(4x y—4day® + C(z)) = 122%y — 4y° + C'(x). (3)

Nyni porovndme a , ¢imzZ dostaneme
—4y® + 1222y — 3 = 122%y — 4° + C' ()
C'(z) = -3.
Takze
Cx) = /—3dx =-3z+ K,
kde K € R. Dosazenim zpét do konecné dostdvdme
v(x,y) = 423y — day® — 32+ K,

kde K € R.
Ddle chceme urcit K tak, aby platilo

F2+i) =u(2,1) +iv(2,1) = —4 + bi.
Mad tedy platit v(2,1) = 5, takZe

dady — Ay —3x + K =5
r=2,y=1
32-8—-6+K =5
K =-13.

Nakonec mdame urcit f'(1 — ). Dosazenim do vztahu pro derivaci z C-R podminkem dostaneme
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—4—12+i(—1244—3) = -8 — 11i.



Uloha 2. Piipomerime si, Ze pro libovolné w € C plati [e*| = eRe™. Tedy |e’2+%” = e~ 2. Ddle
| — 3i| =3, takze

2| = | — 3i] - e 2F 7| = 3¢72.

Ddle si pripomenime, Ze pro libovolné w € C plati Imw € Arge®. Tedy Z—gw € Arg e 2t 8™ Protoze
—% je argument (dokonce hlavni hodnota argumentu) cisla —3i, mdme
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Ted si zbyvd wvédomit, Ze ¢islo z tedy leZi ve 4. kvadrantu. MiZeme napiiklad psdt %7‘(‘ =27 — %ﬂ,
takZe arg z = f%w. Nakonec
Inz=1In|z|+iargz =In(3e” ") — 90 ™%

Uloha 3. Rovnici prendsobime e*T1 (o demz vime, Ze je vidy nenulové), ¢imz dostaneme
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ezz+16212 = —
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Pravou stranu si také vyjadiime pomoci exponencidlni funkce. Jest —i = e~ 2", takZe

oBizHl _ = Fi
Tedy
3iz+1= —giJer'm' kde k € 7,
takze
1 7r+2k7r 7r+2k'7r+1,
z = — — —_— = —— _ —1
3t 6 3 6 ’
kde k € Z.
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