
Komplexní analýza 2025/2026
Dobrovolná domácí cvi£ení 5, °e²ení

Úloha 1. Pot°ebujeme ov¥°it, zda leºí bod z = 5 + 8i v p°edepsaném mezikruºí konvergence. Jest

|z − 5i|

∣∣∣∣∣
z=5+8i

= |5 + 3i| =
√
25 + 9 =

√
34.

Vidíme, ºe
√
34 < 8 = r, nebo´ (nap°.)

√
34 <

√
36 = 6 < 8. Vzdálenost bodu z = 5 + 8i od st°edu

z0 = 5i dané Laurentovy °ady je tedy men²í neº její vnit°ní polom¥r konvergence. Laurentova °ada tedy
ve zkoumaném bod¥ nekonverguje.

Úloha 2. Jest

f(z) =
(z + i)3

(3z − 2)2
= (z + i)3

1

(3z − 2)2
. (1)

Pot°ebujeme tedy najít rozvoj 1
(3z−2)2 do mocninné °ady se st°edem v −i. Ten najdeme tak, ºe nejprve

najdeme rozvoj pro 1
3z−2 , který potom vhodným zp·sobem zderivujeme. P°ipome¬me si známý sou£et

geometrické °ady:
∞∑

n=0

zn =
1

1− z
pro |z| < 1. (GEOM)

S jeho pomocí máme

1

3z − 2
=

1

3(z + i)− 3i− 2
= − 1

3i+ 2

1

1−
(

3(z+i)
3i+2

) = − 1

3i+ 2

∞∑
n=0

(3(z + i)

3i+ 2

)n
= −

∞∑
n=0

3n

(3i+ 2)n+1
(z + i)n (2)

pro ∣∣∣3(z + i)

3i+ 2

∣∣∣ < 1

|z + i| < |3i+ 2|
3

=

√
13

3
.

Protoºe ( 1

3z − 2

)′
= − 3

(3z − 2)2
,

jest díky (2)

1

(3z − 2)2
= −1

3

( 1

3z − 2

)′
= −1

3

(
−

∞∑
n=0

3n

(3i+ 2)n+1
(z + i)n

)′

=
1

3

∞∑
n=1

3n

(3i+ 2)n+1
n(z + i)n−1

=

∞∑
n=1

3n−1

(3i+ 2)n+1
n(z + i)n−1.

Dosazením zp¥t do (1) tedy dostaneme

f(z) = (z + i)3
∞∑

n=1

3n−1

(3i+ 2)n+1
n(z + i)n−1 =

∞∑
n=1

3n−1

(3i+ 2)n+1
n(z + i)n+2

pro |z + i| <
√
13
3 (polom¥r konvergence je R =

√
13
3 ).

Úloha 3. Za£neme tím, ºe si faktorizujeme kvadratický polynom ve jmenovateli. Snadno zjistíme, ºe
z2 + z − 6 = (z + 3)(z − 2). Takºe

f(z) =
1

(z2 + z − 6)3
=

1

(z − 2)3
1

(z + 3)3
. (3)



Pot°ebujeme tedy najít rozvoj 1
(z+3)3 do Laurentovy °ady se st°edem ve 2. Ten najdeme tak, ºe nejprve

najdeme rozvoj pro 1
z+3 , který potom vhodným zp·sobem zderivujeme. S pomocí (GEOM) máme

1

z + 3
=

1

5 + (z − 2)
=

1

5

1

1−
(
− z−2

5

) =
1

5

∞∑
n=0

(
− z − 2

5

)n
=

∞∑
n=0

(−1)n

5n+1
(z − 2)n (4)

pro ∣∣∣− z − 2

5

∣∣∣ < 1

|z − 2| < 5.

Protoºe ( 1

z + 3

)′′
=
(
− 1

(z + 3)2

)′
=

2

(z + 3)3
,

jest díky (4)

1

(z + 3)3
=

1

2

( ∞∑
n=0

(−1)n

5n+1
(z − 2)n

)′′

=
1

2

∞∑
n=2

(−1)n

5n+1
n(n− 1)(z − 2)n−2.

Dosazením zp¥t do (3) tedy dostaneme

f(z) =
1

2

1

(z − 2)3

∞∑
n=2

(−1)n

5n+1
n(n− 1)(z − 2)n−2 =

1

2

∞∑
n=2

(−1)n

5n+1
n(n− 1)(z − 2)n−5

pro |z − 2| < 5. (prstencové okolí bodu 2 má polom¥r R = 5).


