Komplexni funkce komplexni proménné

Zadani

1. Naleznéte redlnou a imaginarni ¢ast funkce

_222+3
|z =1

f(z)
a rozhodnéte, zda
i€ M={2€C|Ref(z) >0,Im f(z) =0}.

2. Naleznéte realnou a imaginarni cast funkce

Z—1
z+1

f(z) =z +
a rozhodnéte, zda

2ie M ={z€C|Ref(z) >1,Im f(2) < 0}.

3. Urcete redlnou a imaginarni ¢ast funkce f(z), kde

(a) f(z) = mED,

. mz2
(b) f(z) = |2+ + Gmal

4. Rozhodnéte, zda exisuje limita lim,_, ImTZ Pokud ano, spoctéte ji.

5. Je ddna funkce
f(z) =

Naleznéte redlnou a imaginarni ¢ést této funkce a interpretujte f geometricky.
Déle naleznéte obraz primky Im z = 2.

, z€{CeC||(|>1}.

Q|| =

6. Ukazte, ze funkce f(z) = argz neni v bodé —1 spojitd.

7. Naleznéte vsechny body, ve kterych je funkce f(z) diferencovatelnd, a v téchto
bodech vypoctéte f'(z), jestlize

(a) f(z) = +iy*
(b) f(2) = Re(z?) — iIm (2?).

8. Naleznéte hodnoty parametru «, 8 € R tak, aby
3 o . 2
f(z) = ot —iazy + By

byla celistva funkce.
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Pro jaké hodnoty parametri a, 8 € R je funkce
f(z) = 2>+ ax + ay +i(y* — 58y + Bz)
diferencovatelna v bodé 2 + 4i. Pro tyto hodnoty parametru urcete f'(2 4 4i).

Je dana funkce

f(z) = x(a® — ay®) +iy(Ba® — y?),
kde a, 5 € R jsou parametry. Naleznéte viechny hodnoty parametru «, 5 tak,
aby f(z) byla

(a) diferencovatelna na piimce o rovnici Im z = 0;
(b) celistva.

Naleznéte vSechny celistvé funkce f tak, aby jejich realnd cést byla

u(z,y) = 2v — 2° + 3z9°.
Naleznéte celistvou funkci f tak, aby jeji realna cast byla
u(z,y) = 2* — 62%y* + y* + 22y a f(0) = 2i.
Rozhodnéte, zda je realna c¢ast funkce
f(z) = (Im (22))3 +iz, z€C,
harmonickd funkce.

Je dana funkce
u(z,y) = sinhxsiny.
(a) Ukazte, Ze u je harmonickd na R2.
(b) Naleznéte funkci v(z,y) tak, aby f(z) = u(x,y) +iv(x,y) byla celistvd a
flim) = —i.

Je dana funkce
u(z,y) = ax’ + 62%y* — By* — 3y.

(a) Naleznéte hodnoty parametru «, 8 € R tak, aby u byla harmonicka na
R2.
(b) Naleznéte vsechny funkce v(z,y) tak, aby u(x,y) + iv(x,y) byla celistva.
Necht Q = R?\ {0} a u: Q — R je déna predpisem

Y

u(z,y) = 21yt

(a) Overte, ze u je harmonicka na €.
(b) Naleznéte holomorfni funkei f(z) na C\ {0} takovou, ze Re f(z) = u(z,y)
a f(1)=0.



17. Je dana funkce
u(z,y) = e’sin(ax) + 3zy + =,

kde a € R je parametr.

(a) Urcete vSechny hodnoty parametru « tak, aby u(z,y) byla harmonické
na R2.

(b) Pro vsechny kladné hodnoty parametru a z bodu (a) naleznéte vsechny
funkce v(z,y) tak, aby u(z,y) + iv(x,y) byla celistva.

18. Je dana funkce
u(z,y) = e*cosy + €Y cosx + zy.

(a) Naleznéte «, 5 € R tak, aby funkce
f(z) =u(x,y)+i [(1 + ) siny + ae’ In(1 + x) + Byﬂ

byla diferencovatelnd na mnoziné M = {z € C|Rez = 0}.
(b) Naleznéte vsechny funkce v(z,y) tak, aby g(z) = u(x,y) + iv(x,y) byla

celistva.

19. Je dana funkce
u(z,y) = 2" —y" + e sin(dx) — 2y.
(a) Naleznéte vsechny hodnoty parametru n € Ny a a € R tak, aby u(z,y)
byla harmonicka funkce na R2.
(b) Pro nejvétsi hodnoty parametri n a « z bodu (a) naleznéte vsechny

funkce v(z,y) tak, aby f(z) = u(z,y) + w(z,y) byla celistva.

20. At f(2) = u(z) + w(y) je celistvd. Ukazte, ze pak je f(z) polynom stupné
nejvyse jedna.



Vysledky

L. u(z,y) = j’% v(x,y) = \/%aieM.
2. u(z,y) = x2+y2+m+f;§/, v(z,y) = e “;62 a2ig¢ M.
3. (a) u(w,y) = 34, v(w,y) = — 3k
(b) ulw,y) = 2* + (y + 1)* + 555, v(z,y) = — e
4. Neexistuje.
5. Re f = x{‘TyQ, Im f = 2+ 5. Bod z se zobrazi na bod w = W Obraz primky

je kruznice (bez bodu 0) o poloméru § a stredu %

7. (a) f(z) je diferencovatelnd v bodech z = z+ix, kde x € R a f'(z+ix) = 2x;
(b) f(z) je diferencovatelna v 0 a f'(0) = 0.

8. a=-3,f=-2
9. a=-1,=1, f'(2+4i) =3+1

10. (a) @ € R, =3.
(b) a«=p=3.

11. f(z) =22 —2® +30y® +i(2y — 32’y + > + K) = 22 — 23 +iK, kde K € R.

12. f(z) = 2% — 62%9* + y* + 22y + i(4ady — 4oy + y? — 2% +2) = 2% — 2% + 20

13. Neni.
14. (b) v(z,y) = —coshxcosy — 2
15. (a) a=-1,8=1.
(b) v(z,y) = —4z%y + 4zy® + 3z + K, kde K € R.
16. (b) f(z)=1*t—1i
17. (a) a€{-1,0,1}
(b) Proa=1jev(z,y) =e¥cosz+ 3y* +y — 32° + K, kde K € R.
18. (a) a:—l,ﬂ:%
(b) v(z,y) =e"siny — e¥sinx + 2 (y* —2%) + K, kde K € R
19. (a) n=0,1,2aa==44
(b)



