Komplexni analyza
Pisemna c¢ast zkousky (DD.MM.RRRR)

Jméno a prijment: ........ccccocviiiiiiiiiiiiii
Identifikacéni ¢islo: 99

Body

Podpis: ..cooooviiiiiii

Uloha 1 2 3

Body

Pred zahajenim prace

Vypliite citelné rubriku ,,Jméno a ptijmeni®

zisk.

a podepiste se.

Poznamenejte si Vase identifikacni ¢islo. Pod timto ¢islem bude na Moodle zvefejnén Vas bodovy

Béhem pisemné zkousSky smite mit na lavici pouze zadani pisemky, psaci potieby, prukaz totoznosti

a papiry, na které zkousku vypracovavate. Kazdy papir, ktery budete odevzdavat, citelné po-

depiste.

Nepiste obycejnou tuzkou ani ¢ervené, jinak pisemka nebude prijata.

Soupis vybranych vzorct

Souctové vzorce

sin(z £ w) = sinzcosw =+ sinw cos z pro kazdé
z,w € C.

cos(z + w) = cos zcosw F sin zsinw pro kazdé
z,w e C.

Rozvoje

sinz = S0 (—1)" A 2 e C.

(2nt1)l?

2n

cosz = ZZO:O(—I)”(; i, 2 € C.

Inz=5%>, D" — 1) pro |z — 1] < 1.

n

Vzorec pro vypocet rezidua v pdlech

€ C pél tddu k funkce f(z), pak
(] 1) hm [(z—zo)kf(z)}(k_l).

Je-li 20

res,, f(z) =

Fourierova transformace

JEe

[f(t —a)] (w) = e T [f(t)] ().
Proa € R je F [ f(t)] (w) = Z [f()] (w — a).
[flat)] () = L [F(0)] (2).
F[tf®)] (W) =iz, Z [f(t)] (w).

Proa > 0je .7 [e*aﬂ (w) =

ProaeR: ¥

Pro0#aecR: F#

Laplaceova transformace

Pro n € Ny je Z[t"](s) = -Z;. Specidlné
21)(s) =L

Pro a € Cje £ [e™] (s) = .

Pro w € C je Z[sin(wt)](s) = =iz
a £ [cos(wt)] (s) = =z

Pro a > 0 kladné realné plati
LDt =a)l(s) = e Z[f(t+a)l(s)
a Z[f(t —a)l(t —a)](s) = e Z[f(1)] (s)-

)=
Proa e Cje Z[e"f(t)](s) = Z [f({t)] (s — a).
Proa>0: Z[f(at)] (s) = L [f ()] (3)-
LB (s) = =L [F )] (5).
Z -transformace

Pro a € Cje Za"](2) = Z.

Z [ (z) = =

Specialné

zsinw
222z cosw+1

Pro w € C je Q”[sir;(wn)] (2) =
a Z [cos(wn)] (z) =

Z[n](2) =

22—2zcosw+1"

P
Pro 0 #a € C: Z[a"a,] () = Z [a,] (2).
Z [nay) (2) = =2 L 2 [a,] (2).



Pisemnd ¢ast (varianta A)

e Veskeré své odpovédi zdtivodnéte.

Vysledky zbytecné neupravujte, neni tieba tim ztracet cas.

Podilohy na sebe nenavazuji.

Zadani je oboustranné, nezapomente otocit.

Pokud k 1loze odevzdate vice ruznych feseni, hodnoti se to nejhorsi z nich.

Uloha 1 ([5 bodil]).

(a) Urcete r > 0 a ¢ € R tak, aby '
1 —6i=re".

(b) Urcete koeficient a € C a exponent k € Z tak, aby funkce

g(z) = m + Z 3"(z—4)" 2 € P(4),

n=-—2

méla v bodé zg = 4 pdl radu 3.

Uloha 2 ([15 bodi)).

(a) Rozvinte funkci
1

(z —4)5(22+62+9)

f(z) =

do Laurentovy fady na maximalnim prstencovym okoli bodu zy = 4 a urcete parame-

try tohoto mezikruzi.

[&.°]

(b) Mocninnd fada ) a,(z 4+ 5)" mé polomér konvergence R = 2. Konverguje v bodé

n=0

z=—2+17

Uloha 3 ([15 bodu]). Klasifikujte v8echny izolované singularity funkce

(z —7)(cosz + 1)
(1+eiz)3

f(z) =



Uloha 4 ([15 bodi]).
(a) Oznacme jako (a,)>, inverzni Z-transformaci funkce

1

Flz)= ———.
(2) 26 + 322

Urcete, cemu se rovna as a ai4.

[Nédpoveda: Rozvinte F(z) do Laurentovy fady na okoli co.]

(b) Urcete Z-transformaci posloupnosti

<<cos (g(n + 2))) * (n(2i)”))j_0.

Uloha 5 ([15 bodi]).

(a) Urcete Fourieruv obraz g(w) feSeni integrodiferencidlni rovnice

o0 2
y"(t) + / eIyt —7)dr = e 7.

—00

[Vyuzijte faktu, ze Z [e7"] (w) = 1+2w2 ]

(b) Urcete reseni y(t) € L*(R) diferencidln{ rovnice, je-li Fourieruv obraz fesen{ roven

j(w) =

(w4 2i)%(w —1)

Uloha 6 ([7 bodil]). Definujte, co to znamend, ze ¢ € R je argument &sla z € C.

Uloha 7 ([8 bodil]). Formulujte vétu o Cauchyovo-Riemannovo podminkéch.



Pisemnd c¢ast (varianta B)

e Veskeré své odpovédi zdtivodnéte.

Pokud k 1loze odevzdate vice ruznych feseni, hodnoti se to nejhorsi z nich.

Vysledky zbytecné neupravujte, neni tieba tim ztracet cas.

Podilohy na sebe nenavazuji.

Zadani je oboustranné, nezapomente otocit.

Uloha 1 ([5 bodil]).

(a) Urcete velikost a v jakém lezi kvadrantu komplexni ¢islo
2= (—2—2i)e T,

(b) Urcete a € C a k € Z tak, aby platilo

res, ((2_1)2+zf1+(z—21)8+(z—a1)k> 1

Uloha 2 ([15 bodi]).

(a) Naleznéte soucet f(z) mocninné rady

e Zn+2
Z (n + 1)2n+4

n=0

na jejim kruhu konvergence a urcete parametry tohoto kruhu.

o
(b) Laurentova fada Y. a,(z+5)" ma vnitini polomér konvergence r = 2 a vnéjsi
n=—00

R =9. Konverguje v bodé z = —67

Uloha 3 ([15 bodil]). Spoctéte

+oo €3ia:
dx.
/_Oo (22 4+ 4z + 5)?



Uloha 4 ([15 bodi]).

(a) Nejprve zapiste funkci

et pokud t € [0,2),
f(t) =40, pokud t € [2,4),
(t—3)?,  pokudt € [4,00),

pomoci Heavisideovy funkce a poté naleznéte jeji Laplaceovu transformaci.

(b) Naleznéte Laplaceuv vzor g(t) funkce

Uloha 5 ([15 bodi).
(a) Urcete Laplaceuv obraz Y'(s) feseni diferencidlni rovnice
y"(t) + 2y (t) = sin(3t)
s pocatecnimi podminkami y(0) =1 a ¢/(0) = —2.
(b) Urcete teseni y(t) diferencidlni rovnice, je-li Laplaceuv obraz feseni roven

1
(s —3)%(s+1)

Y(s) =

Uloha 6 ([7 bodi]). Definujte pojem holomorfni funkce na oteviené mnoziné Q C C.
Déle definujte pojem celistvé funkce.

Uloha 7 ([8 bodi]). Formulujte vétu o holomorfnosti hlavni vétve logaritmu log 2.



Pisemna c¢ast (varianta C)

Veskeré své odpoveédi zdivodnéte.

Pokud k 1loze odevzdate vice ruznych feseni, hodnoti se to nejhorsi z nich.

Vysledky zbytecné neupravujte, neni tieba tim ztracet cas.

Podulohy na sebe nenavazuji.

Zadani je oboustranné, nezapomente otocit.

Uloha 1 ([5 bod]).

(a) Urcete velikost a v jakém lezi kvadrantu komplexni ¢islo

z=(3—3)°.
(b) Urcete ¢islo a € C tak, aby funkce
( ) B ezi +a
g 25(z + )2

meéla v bodé z = —x pdl 1. radu.

Uloha 2 ([15 bodi)).
(a) Méjme funkeci
u(z,y) =2+ 3r —y+2° —y* — day, (v,y) € R

Naleznéte vSechny funkce v(z,y): R? — R takové, aby f(2) = u(z,y) + iv(x,y) byla
celistva funkce. Urcete f'(1 +1).

(b) Uréete vsechny hodnoty parametru «, 5 € R tak, aby funkce
g(2) = Rez + aRe (2*) +iB|z|?, z € C,

byla diferencovatelnd v bodé 1 + 2.

Uloha 3 ([15 bodil]). Spoctéte

/ COS 2 n Z+ 27 d
z
o (z4+10i)2  (sinz)?

kde C' je kladné orientovana hranice obdélnika s vrcholy —57” +1, —57’7 —1, —37” +1, —37” —1.



Uloha 4 ([15 bodi]).
(a) Spoctéte Fourierovu transformaci funkce
ft)=1(t+1)—1(t —5), t e R.
[Ndpoveda: Transformaci pocitejte z definice, integral NEroztrhavejte.]

(b) Pomoci Fourierovy transformace ,dostatecné pekné* funkce h(t) € L}(R) vyjadrete

F [(te=5) (" ()] ().

Uloha 5 ([15 bodi]).

(a) Urcete Z-transformaci Y (z) feseni diferenéni rovnice

Yn+2 — Yn+1 + 2yn = Z kbn—k
k=0

s pocatetnimi podminkami yo = 2 a y; = 1. Obraz posloupnosti (b,)32, € Zy je

12
% [ba) () = S~
(b) Urcete Feseni y, diferen¢ni rovnice, je-li Z-transformace feseni rovna

1

Yiz) = (z—=3+1)(z—3)%

Uloha 6 ([7 bodil]). Definujte hlavni a reguldrni ¢ast Laurentovy fady.

Uloha 7 ([8 bodi)). Formulujte vétu o derivaci mocninné fady f(z) = Yo g an(z—20)™



Pisemna c¢ast (varianta D)

e Veskeré své odpovédi zdtivodnéte.

Pokud k 1loze odevzdate vice ruznych feseni, hodnoti se to nejhorsi z nich.

Vysledky zbytecné neupravujte, neni tieba tim ztracet cas.

Podilohy na sebe nenavazuji.

Zadani je oboustranné, nezapomente otocit.

Uloha 1 ([5 bodil]).

(a) Urcete r > 0 a ¢ € R tak, aby

—2 —3i =r(cosp + ising).

(b) Uréete k € Z a a € C tak, aby funkce

o0

a 3 an
9) = gt g 2 =2 2 e PO),

méla v bodé 2 odstranitelnou singularitu.

Uloha 2 ([15 bodi).

(a) Rozvinte funkci

(2=t
MW=y

do mocninné fady na maximalnim okoli bodu 2z, = ¢ a urcete parametry tohoto okoli.

(b) Vime, ze mocninnd fada
Z an(z—6)"
n=0

ma polomeér konvergence R = 3. Konverguje tato mocninna fada v bodé z = 47

Uloha 3 ([15 bodil]). Klasifikujte vsechny izolované singularity funkce

f(z) = sin z

2(1 —cosz)’



Uloha 4 ([15 bodi]).

(a) Najdéte inverzni Z-transformaci (a,)2, funkce

3
— 34
F(z) = 2’sin (;) , z € U(o0),
a napiste, cemu se rovna as a asg.
[Ndpoveéda: Vyuzijte zndmého rozvoje funkce sin z.|

(b) Pomoci obrazu Z [b,] (2) vyjadiete Z-transformaci posloupnosti

((bnss) * (n%)

kde (b,)22, € Zp je posloupnost spliwujici by = 0, by = 2 a by = 4.

Uloha 5 ([15 bodi]).
(a) Urcete Fourieruv obraz g(w) feseni diferencialni rovnice

1

///t 2//t t: )
) +20"(0) + yl) = T

[Vyuzijte faktu, ze .Z [1;2] (w) = me 1]

(b) Urcete teseni y(t) € L*(R) diferencilni rovnice, je-li Fourieruv obraz fesen{ roven

w+ 2

Jlw) = @m

Uloha 6 (|7 bodi]). Definujte, co to znamend, ze ma holomorfni funkce f v bodé z, € C
kofen nésobnosti k£ € N.

o
n=—oo

Uloha 7 ([8 bodil]). Formulujte vétu o konvergenci Laurentovy fady S an(z—20)".



Pisemnd c¢ast (varianta E)

e Veskeré své odpovédi zdtivodnéte.

Pokud k 1loze odevzdate vice ruznych feseni, hodnoti se to nejhorsi z nich.

Vysledky zbytecné neupravujte, neni tieba tim ztracet cas.

Podilohy na sebe nenavazuji.

Zadani je oboustranné, nezapomente otocit.

Uloha 1 ([5 bodil]).

(a) Urcete r > 0 a ¢ € R tak, aby

—3+5i = re’?.

(b) Urcete, ¢emu se rovna

/ ; + ! + 1 dz
c(z+5)10  (2=5)2 245

kde C je kladné orientovana kruznice o rovnici |z + 5| = 1.

Uloha 2 ([15 bodi]).

(a) Urcete vSechny hodnoty parametru «, § € R takové, aby funkce
u(r,y) = e* cosy + xy’ + fa’y, (x,y) € R?,
byla harmonicka funkce na R2.

(b) Rozhodnéte, zda je funkce
f(z2) =Re(2®) +i(z+2)*+2ilmz, 2 € C,

diferencovatelnd v bodé z = 1 + 4i. Pokud ano, urcete f'(1 + 4i).

Uloha 3 ([15 bodil]). Spoctéte

dz,

/ e +zr —mi+ 1 sin(z?)
c z2(z —1)3 oS 2

kde C' je kladné orientovana hranice trojuhelnika s vrcholy %, —14 24, 1+ 2.



Uloha 4 ([15 bodi]).
(a) Urcete spojitou funkci f € L(R), vite-li, Ze

1 — 1

= 59 I 9) = i s — )

9(w)

[Népovéda: Nejprve vyjadrete, cemu se rovng f(w).]
(b) Pomoci Fourierovy transformace ,dostatetné pekné* funkce h(t) € L*(R) vyjddiete

F [h(t — 1) cos(3t)] (w) .

Uloha 5 ([15 bodi).

(a) Urcete Laplaceuv obraz Y'(s) feseni diferencidlni rovnice

J1(8) + 24/ (1) + y(t) = / (t — )P sin(r) dr

s pocatecnimi podminkami y(0) = —1 a y/(0) = 2.
(b) Urcete feseni y(t) diferencialni rovnice, je-li Laplaceuv obraz feseni roven

s+2

YO = ars—or

Uloha 6 ([7 bodi]). Definujte, co to znamens, ze je kiitvka C's parametrizaci ¢ [a, b] —
C uzavrend, jednoducha a Jordanova.

Uloha 7 (8 bodil]). Formulujte vétu o existenci rozvoje holomorfni funkce do Laurentovy
rady.



Pisemnd ¢ast (varianta F)

e Veskeré své odpovédi zdtivodnéte.

Pokud k 1loze odevzdate vice ruznych feseni, hodnoti se to nejhorsi z nich.

Vysledky zbytecné neupravujte, neni tieba tim ztracet cas.

Podilohy na sebe nenavazuji.

Zadani je oboustranné, nezapomente otocit.

Uloha 1 ([5 bodil]).

(a) Urcete velikost a v jakém lezi kvadrantu komplexni ¢islo

(oo () 160 (D)

(b) Urcete koeficient a € C a exponent k € Z tak, aby platilo

4 a . 3 N3n—7 | _ ;
resi<(z_l_>3+(z_z_)k+2n(z—z) )—1+.

n=1

Uloha 2 ([15 bodi]).

(a) Naleznéte soucet f(z) mocninné rady

= ()34 1)zt
na jejim kruhu konvergence a urcete parametry tohoto kruhu.

(b) Laurentova rada

Z an(z+1)"

n=—oo

mé vnitin{ polomér konvergence r = v/6 a vnéjsi R = oco. Konverguje v bodé z = 2-+i?

Uloha 3 ([15 bodil]). Spoctéte

+o00 x2
dz.
/_Oo (22 — 22 + 5)?



Uloha 4 ([15 bodi]).

(a) Urcete Laplaceovu transformaci periodické funkce f(t) s periodou T' = 5, ktera je na
intervalu [0,5) dédna pfedpisem

f(t)=e"(1(t—1) = 1(t - 3)), t € [0,5).

(b) Pomoci Laplaceova obrazu G(s) ,pékné“ funkce ¢(t) € Ly splnujici g(0) =2a¢'(0) =1
vyjadrete
Z [(tsin(it)) = g"(t)] (s) .

Uloha 5 ([15 bodi)).

(a) Urcete Z-transformaci Y (z) feseni diferen¢ni rovnice
T
Yn+2 + 2Ynt1 — 3yn = COS (571)
s pocatecnimi podminkami yo = 0 a y; = 1.

(b) Urcete feseni y,, diferen¢ni rovnice, je-li Z-transformace feseni rovna

2(z — 2i)

Y(2)= EFTich

Uloha 6 ([7 bodu]). Definujte reziduum funkce f v izolované singularité z, € C.

Uloha 7 ([8 bodi]). Formulujte reziduovou vétu.



Uloha 1: (a)

Uloha 2: (a)

varianta A — Feseni!

Cilem je prevést ¢islo 1 —6¢ do exponencidlniho tvaru. Nejdiive urc¢ime jeho
velikost (a tedy hledané r). Jest |1 —6i| = /1 + 36 = v/37. Tedy r = V/37.
Nakonec urc¢ime (néjakou) hodnotu argumentu ¢isla 1 — 6¢ (tedy hledané
¢). Z algebraického tvaru okamzité vidime, ze ¢islo lezi ve 4. kvadrantu.
Uhel ¢ mizeme zvolit tedy (napifklad) jako ¢ = —[ib], kde [¢)] je velikost
(neorientovaného) hlu ¢ ve vhodné zvoleném pravouhlém trojihelniku.
Napt.:

Takze tg Y| = $ =6, tedy |1)] = arctg6.
1-6i

Muzeme tedy vzit napt. ¢ = —arctg6. Zde je dobré si mimo soutéz
uvédomit, ze takto zvoleny thel ¢ lezi v intervalu (—m, 7], a tedy se jedna
o hlavni hodnotu argumentu ¢isla 1 — 6.

Funkce ¢(z) je zadand pomoci Laurentova rozvoje na prstencovém okoli
bodu zy = 4. Ma-li mit v bodé zy = 4 pdl 3. fadu, nejmensi mocnina
(z — 4) vyskytujici se v tomto rozvoji s nenulovym koeficientem musi byt
(—3). mocnina. RozepiSeme si

a 372 31

B e e P

kde - - - jiz obsahuje pouze nezdporné mocniny (z —4), kterou jsou pro nas
zcela irelevantni. Vidime, Ze musime zvolit k = 6 aa = —372 = —%. Potom
totiz
0 —ay P4
2)=——=+3(2—4)"+---, 2z€ .
o2) = g+ - (1

Funkci chceme rozvinout do Laurentovy fady na prstencovém okoli bodu

2o = 4. To znamenda pomoci celo¢iselnych mocnin . Tedy vyskytujici
se ~5 pouze vytkneme:
1 1 1

fle) = (z—4P(2+6249) (z-4P2+62+9 ®

Mame 2% + 62 +9 = (2 + 3)?, takze

1 1
24+62+9  (2+3)2

1 1

. o !/ , !/ .
Jelikoz () = — g Méme gy = — (z3) - Rozvineme tedy —= se

spravnym stiedem a vyslednou fadu zderivujeme clen po ¢lenu, abychom

Pokud objevite v fesenich néjaké chyby ¢i pieklepy (zejména v matematice), budu Vam vdéény,
pokud se se mnou o Vase nélezy podélite.



Uloha 3:

ziskali Tozvoj ﬁ Vyuzijeme zndmého souctu geometrické fady, ktery
nam iika, ze

> 1
anzl— pro kazdé ¢ € C splijici |q| < 1. (GEOM)
—q
n=0
Maéame
1 1 B 1 1 1
2+3 344+ (z—4) TH(z-4) T 1 (=)

_ ;é (- <z;4>>n:§: (7—71131"(2_4)”’

n=0

takze
/
1 Ly (=D n (=D ne1
(z+3)2 (z—{—B) T (Z 7n+ (2 —4) > - _Z 7nt1 n(z—4)"".
Dosadime-li zpét do , dostaneme

1 = —-1)" -1 - —1 il n—~6
10 = (- S - ) = S e - ae

n=0 =0

3

Ze vzorce pro soucet geometrické rady dostdvame podminku, ze |— (2;4) | < 1.

Rozvoj je tedy platny pro z spliujici 0 < |z — 4| < 7 (vnitini polomér je
tedy r =0 a vngjsi R = 7).

(b) Jest |(=2414) + 5| = |3 +14] = V10 > v/9 = 3 > 2 = R, takze mocninnd
fada v bodé z = —2 + ¢ nekonverguje.

Nejprve uréime kotfeny jmenovatele. Jest

1z = i + 2kmi
z =7+ 2km,

kde k € Z. Vysetiujeme tedy nekonec¢né mnoho izolovanych singularit v bodech
z = m+ 2km, kde k € Z. Nyni zjistime, kolika nasobné jsou to kofeny citatele
a kolika nasobné kofeny jmenovatele. Zacneme citatelem. Mame

(z—m)(cosz + 1) =2km(—1+1) =0.

z=n+2km

Jednd se tedy o kofeny a pokracujeme dale, abychom zjistili jejich ndsobnost.
Zde se nabizi dva zpusoby:

(i) Prvni, ktery je rychlejsi a méli byste ho idedlné pouzit. Vidime, ze bod
z = 7 (coz odpovidd k = 0) je jednondsobny koten faktoru (z — ), ale



je-li k # 0, potom body z = 7w + 2k nejsou kofeny tohoto faktoru (coz
odpovidé nésobnosti 0). Co se tyce faktoru (cos z + 1), tak méme

! o _
(COS z+ 1) ’Z=ﬂ'+2kﬂ' - Sin Z’z:ﬂ’+2k7r 0

" . /
(COS Z+ 1) ’Z=ﬂ'+2k’ﬂ' - (_ Sl Z) |z:7r+2k71' - COSZ|Z=7T+2’€7T =1 7& O’

pro kazdé k € Z, takze se jedna o dvojnasobné koteny faktoru (cosz+1).
Celkem jsme tedy zjistili, ze body z = 7 4+ 2kx jsou

1+2= kud k =
koteny citatele nasobnosti + 3 poxt 0
0+2=2 pokud k # 0.

(2)

(ii) Druhy je zalozeny na piimocarém derivovani. To je ovSem nejenom po-
malejsi, ale také néachylnéjsi na chyby...Piesto si ho uvedeme, abyste
mohli sami porovnat jeho neefektivitu (dale ale uz budeme pouzivat pouze
,chytry postup®). Mdme

((z —7)(cos z + 1))’ |Z:7r+2k7r =cosz+1—(z—m) sinz‘zzwr%7r =0,
déle
((z —7)(cos z +1))” ‘Z:H%W =(cosz+1—(z—m)sinz) ‘Z:H%W
= —sinz —sinz — (z — ) cos Z|z=7‘r+2k7r
=0—0+4 2km.

Jelikoz 2km # 0 pokud k # 0, zjistili jsme, ze body z = 7m + 2k7 jsou
dvojnédsobné koteny citatele pro k # 0. V piipadé k = 0 (tedy z = 0) je
ale 2k7|x=o = 0, takze musime derivovat déle. Jest

((z — ) (cos z +1))" |Z:7r = (—sinz —sinz — (z — ) cos ,2')"217T
= —cosz—cosz—cosz+ (z—m)sinz| __
=-3 ;é 07

takze bod z = 7 je trojnasobny koten ¢itatele. Zjistili jsme tedy to samé,
co predchozim postupem, ale uvédomme si, kolik zbytecného usili (a ¢asu)
nas to stalo. ..

Zpét k nasi uloze. Zjistili jsme nasobnost kofenu z = 7 + 2k7w v ¢itateli. Zbyva
zjistit jejich nasobnost ve jmenovateli. Postupujeme chytie a prvni si zjistime
jejich nasobnost jakozto kofeneﬂ (1 + e**). Mdme

(]' + eiz)/ - ieiz’z:W-‘erﬂ =1 ?é 0.

Jednd se tedy o jednondsobné koteny faktoru (1 + €*), a tedy o 3-1 = 3
nasobné koreny jmenovatele. Nyni jiz vime vSe pottebné a muzeme klasifikovat
izolované singularity. Body z = m + 2kw pro k # 0 jsou dvojnasobné koteny
c¢itatele (viz (2))) a trojnasobné kofeny jmenovatele. Jsou to tedy pdly radu
3—2=1. Bod z = 7 (coz odpovida k = 0) je trojnasobny koten citatele
(viz (2])) a také trojndsobny kofen jmenovatele. Jedna se tedy o odstranitelnou
singularitu.

2Vime, 7e jsou to koieny (1 + e%%), tak jsme na né piisli, takze to neni tieba ovéiovat.



Uloha 4: (a) Funkci F(z) rozvine do Laurentovy fady na okoli co. Jest
1 1 1
F(z) = S .
(=) 24322 1435
Déle vyuzijeme (GEOM]J), abychom ziskali
1 1 = (=3)"
T

n=0

Tedy

3

(=3)

HAn+6

hE

24

F(z) = %Z )i
n=0 n=0

Mame urcit az a a14. Tedy poporadé koeficient u Z% a Zﬁ Jest dn+6 =3 & n = —%,

coz ale neni celé ¢islo. Koeficient u Z% je tedy 0 (v tadé se nevyskytuje),

takze a3 = 0. Jest 4n + 6 = 14 & n = 2, takze a1y = (—3)"} =0.

n=2
(b) Diky pravidlu o obrazu konvoluce méme
T

¥ [(cos (g(n + 2))) . (n(Zi)")} (2)= % [cos ( S+ 2))} (2)-Z [n(20)"] (2).

Prvni uréime obraz 2 [cos (Z(n + 2))] (z). Nabizejf se dvé moznosti (zacneme
tou pomalejsi). Diky pravidlu o obrazu posunuti méame

™ s ™

Z [cos (2 (n+ 2))} (2) =222 [COS (§n>] (z) — cos <§n
=27 [cos (§n)] (2) — 22

S vyuzitim zndmého obrazu posloupnosti % [coswn|(z) =
(v nasem piipadé w = 7) tedy

Zleos ()] 0= 257

2 7T
25— COS | —n
n=0 2

) 2
n=1

22—2’ Ccosw

22—2z cosw+1

takze ) )
T g Z 9 z
QP |:COS <§(n+ 2))] (Z) =z 22 T 1 — 2 = _ZQ—H
Tento obraz jsme ale mohli urc¢it vyrazné rychleji. A to takto:
z [cos (g(n + 2))} (2)=2% [cos (gn + W)} (2)
=-Z [COS (gnﬂ (2)
2241

Zbyva nam urcit Z [n(2i)"] (z). Zde se nabizeji opét dvé moznosti. Muzeme
vyuzit pravidla o derivaci obrazu a zndmého obrazu 2 [a"](z) = Z
(v nasem piipadé s a = 2i), ¢imz dostaneme

d =z z2—21—z
—z— =—z
dzz —2i (z —2i)?

2 (2] (2) = ~2 = 2 [(2)7] (=) =
iz
(2 —2)%



Uloha 5: (a)

Nebo pouzijeme zndmé pravidlo 2 [a"a,] (z) = Z [a,] (£) (v nasem pifpadé

s o = 21) a zndmy obraz Z [n] (z) = 12> ¢imz také dostaneme
z Z —Z
2;\" — ) = 21 = (—4 2
22 () = 2l (5;) = =295 = 0o
iz
(2 —20)%

Prvni si vSimneme toho, ze integral, ktery se v rovnici vyskytuje, je kon-
voluce e~ % y(t). Aplikaci Fourierovy transformace na rovnici, pravidla o
obrazu konvoluce a znamého obrazu Gaussovy funkcelﬂ tedy dostaneme

2
14 w?

F " (0] (@) + j(w) = 2v/me ",

Nakonec pouzijeme pravidlo o obrazu derivace, ¢imz dostaneme

. 2 »
()1 30) + i) = 2

2 . >

(—z’w3 + 1+w2) §(w) = 2y/me™

2 — w3 —iwd | 2
T §(w) = 2v/Te

1 2
o) = 2T T e

2 — w3 — Wb

Dle véty o inverzi pro Fourierovu transformaci mame

y@):n?—l[ - ](w::%;/%m ~ et dt.

(w+2i)%(w —1) o (W4 20)%(w —1)

Tento integral spoc¢itdme pomoci (INT+H) nebo (INT—|) v zavislosti na
tomﬂ zda popotadé t > 0 nebo t < 0. Pro t > 0 tedy dle (INT+|) méme

27 zet#t

= o T 202(2 — )

y(t)

Reziduum uréime rychle ,,dosazovaci metodou“, jelikoz bod i je jednoduchy
koren. Tedy

o Zeizt Zeizt
T z2=1 R ~ — B
(z+20)2%(z—1) (z+2i)?

=i 9

takze y(t) = % pro ¢t > 0. Pro t < 0 dle (INT—)) mame

) —2mi zett
= res;=—9; : -
Y 27 P2+ 20)2(z — )

Ld2
3Pro a > 0 jest .F [e‘atz} (w) =/Ze %a.

4Uvédomme si, Ze parametr a ve vzorcich je roven t.



Vidime, ze se jedné o pdl tddu 2, takze dle (RES|) mame

Zeizt Zeizt !
——2i = li 2i)°
HePe=—2 (z+20)%(z — 1) b ((Z +2i) (z + 20)%(z — Z))
izt / izt ; izt A\ izt
~ lim ze | ~ lim (e +itze )(z i) — ze
2——2i (z — z) 2——2i (z — @)2
—3i(e? + 2te*) 4 2ie*  e*

S = —(6t+1)

takze y(t) = 6%t((it +1) prot <0.
Uloha 6: Cislo ¢ € R je argument ¢isla z € C, jestlize plati z = |2|(cos ¢ + i sin ).

Uloha 7: Nechf je funkce f(z) = u(x, y)+iv(z, y) diferencovatelns v bodé z, = z+iyo € C.
Potom v bodé z; splnuje tzv. Cauchyovo-Riemannovo podminky, tj.

0 0 0 0
6—2(1‘0790) = 8_2(%"%) a 8_;;(%’%) = _8_;(%"%)'

u

Navic plati f/(z) = g—m(JCo, Yo) + i%(%, Yo)-



Uloha 1: (a)

Uloha 2: (a)

varianta B — reSeni

Vidime, 7e | —2—2i| = VA +4 =B a et 5 = ¢! = ¢, takze |2| = V/8e.
Jelikoz argument soucinu je soucet argumentu, staci si urcit argument
¢isla —2 — 2i, jelikoz argument cisla e+ 51 okamzité vidime (napf. 37”@)
Cislo —2 — 2i zFejmé lezi na ose 3. kvadrantu, takze jeho argument je
napt. —m+7 = —?jf (mimo soutéz je dobré si uvédomit, ze je to hlavni hod-
nota jeho argumentu). Argument &fsla z = (2—2i)e!* 57 je tedy (napifklad)

—% + 37”2 = ‘%’ri € (5,m). Cislo z tedy lezf ve 2. kvadrantu.

Funkce, ze které se urcuje reziduum, je zadana pomoci svého Laurentova
rozvoje na prstencovém okoli bodu zy = 1. Reziduum v bodé 2z = 1
je koeficient u (—1). mocniny (2 — 1) v takovém rozvoji. Zvolime-li tedy
k =1, potom

4 2 a
2 _
res; ((z—l) +2_1+(2_1)8+2_1) =4+ a.

Ma byt 4 + a = —2, takze zvolime a = —6.
Radu se¢teme s vyuzitim zndmého souctu geometrické fady (GEOM)). Nej-

prve se ale potFebujeme zbavit faktoru (n 4+ 1) ve jmenovateli, jelikoz ten
nam brani, abychom mohli znamy soucet vyuzit. Faktoru se zbavime de-
rivaci Tady, vzniklou fadu secteme a zpétnou integraci dostaneme hledany
soucet. Prvni si ale fadu musime vhodné ptipravit. Jest

o0

7 v~z - n+1
Déle fesime pouze fadu r
n

0 (St ktera je jiz vhodné pripravena. Jest

!
> Pan 0 1 o= /2\"
(nzzo (n + 1)2n+4> - HZ:O ot 16 HZ:O (5)

11
1612 168z’

tedy

i o —/ ' ao- Inps—so4c
(n+12+  J16-8:7 8 R

n=0

Konstantu C' zjistime snadno dosazenim bodu z = 0. Pro z = 0 mame
0=—%In(16 — 82) + C, takze C = @. Nakonec dosadime zpét do (3)),
¢imz dostaneme

111(16))
s )
Ze vzorce pro soucet geometrické fady dostdvame podminku, ze |5 < 1.
Nalezeny soucet je tedy platny pro z splaujici |z| < 2 (polomér kruhu
konvergence je tedy R = 2).

f(z) = z(— éln(lG —82) +



Uloha 3:

(b) Jest | —6 + 5] =1 < 2 = r, takze bod z = —6 nelezi uvnitt mezikruzi
konvergence. Laurentova fada v bodé z = —6 tedy nekonverguje.

Pripomenme si, jak se pocitaji integrédly ve tvaru

T P(x)
o Q)

kde P(x) a Q(x) jsou vhodné polynomyﬂ Vypocet se lis{ podle toho, zda o > 0
nebo a < 0. Pro a > 0 plati:

glox dLL’,

e P(x) [fe%5 _ . P(Z)
N WE d$—27mw§s:+ res, a0)

e (INTH)

kde suma probihd pfes vSechny kofenyﬁ polynomu Q(z) s kladnou imagindrni
casti. Pro o < 0 plati:

T Px) P(z)
—e"dr = —2m res,, e, (INT—)
. Q) PR ®
kde suma probiha pres vsechny koreny polynomu Q(z) se zdapornow imagindrni

casti.

V nasem piikladé je a = 3, takze budeme pocitat podle (INT—+)). Uréime koteny
jmenovatele. Jest

2 +42+5=0
(242 —-4+5=0
(z42)*=-1
z4+2==1
z=-2+1.
Jediny kofen jmenovatele s kladnou imaginarni ¢éasti je tedy bod z = —2 + 3.
Takze +00 o3iz 031
/OO 512 7 5) dz = 2mires_o; i (4)

Vime, ze (22 +42+5)%* = (z+2—1)*(2 +2+1)?, takze se jednd o dvojndsobny
kofen jmenovatele (a zfejmé se nejednd o koren citatele). Pocitdme tedy re-
ziduum v pélu druhého radu. Pripomenime si obecny vzorecek pro vypocet
rezidua v pélu nasobnosti k& € N. M&-1i funkce f(z) v bodé zy € C pdl fadu k,

potomm

L lim [(z — zo)kf(z)} (k=1

e (RES)

res, f(z) =

®Viz prednéska, jaké predpoklady na polynomy klademe.
6Vsechny kofeny znamend viechny kofeny v komplexnim oboru.
"Horn{ index (k — 1) ve vzorecku znaéi (k — 1). derivaci.



V nasem prikladé tedy

637,z

6?:iz /
res_ o ; ———————= = lim ((z +2 - z)2< )2)

(22+4245)2  zo-2+i z24+2—0)2(z+241

3iz /
. (&
= lim _—
z—=—2+i \ (2 + 2+ 1)?

33 (2 +24+1)% — 2(z + 2 +1)e¥”

- z—1>1—rr21+z (z+2+14)
—12ie7 3760 — 436

- 16

= —ie 370

Dosazenim do tedy dostaneme

+oo 632'1 3 6i
/oo ($2+4$+5)2dx:27re .

Uloha 4: (a) Funkci f(¢) nejprve zapiseme pomoci Heavisideovy funkce jako
f(t) =€ (1(t) = 1(t — 2)) + (t — 3)*1(¢t — 4).
Mame tedy

L) (s) =L [e"(1(t) — 1t — 2))] (s) + 2 [(t — 3)*L(t — 4)] (s)
=2 [e"] (s) = L [e"1(t — 2))] (s) + L [(t = 3)*L(t — 4)] (s).

Prvni obraz nenf nic jiného nez zndmy obraz .2 [e¢*] (s) = =, kde a € C,
s a = 1. Co se tyce druhého obrazu, s vyuzitim pravidla

ZLgt)1(t —a)] (s) = e L g(t +a)] (s), (LPos)
kde a > 0, a zndmého obrazu & [e*] (s) = -~ mdme

A [eit]l(t — 2)} (5)=e 3% [ei(t”)} (5) = e ¥ & [eit] (s)
— 6—25+2i 1
s—1
Nakonec s vyuzitim zndmého obrazu & [t"] (s) = -4+, kde n € Ny, a opét
pravidla (LPos)) mame
L[t -3t —4)] (s) = e L[t + 1)?] ()
=e L] (s)+ 2Lt (s) + e 2 [1] (s)

2 1 1
—4s
= Z42- 42,
e <S3—i— 2 +S>

Celkem tedy




(b) Nejprveﬂ najdeme metodou rezidui Laplaceuv vzor h(t) k funkci H (s)
Dle metody rezidui tedy

est

h(t) = I'€Sg—_9; m,

pricemz vidime, ze se jedna o pdl fadu 2, takze za pouziti (RES|) rychle
uréime, ze

est

st /
R : y 26— e 1 st/
€S _9; TEThE 31_1}_1121, ((8 + 2i) Gt 22.)2> sl_1)r_n% (6 )

= lim te* = te™ 2",
s——21

Méame h(t) = te~ ", takze hledany vzor g(t) jé&
g(t) = h(t —2)1(t —2) = (t — 2)e” 241 (t — 2).

Uloha 5: (a) Aplikaci Laplaceovy transformace na rovnici a znamého obrazulﬂ dostaneme

3
L") +22 O] (s) = 5
Nakonec pouzijeme pravidlo o obrazu derivace, ¢imz dostaneme
3
(2Y(s) = 5(0)s = (0)) + 2(sY (5) = 9(0) = 5"
(s°Y(s) —s+2) +2(sY(s) — 1) = 2 i 5
(s +25)Y(s) — s = = i 5
S +9s+3
2198V (s) = S rIsTo
(s +25)Y(s) 219
s34+ 9s+3

Y(s) =

(s2+9)(s%2+2s)

(b) Potfebujeme urcit Laplaceuv vzor funkce y(t) funkce Y(s). Dle metody
rezidui mame

est est

Ylt) = reSems ) TS e £ 1)

Reziduum v bodé s = —1 muzeme urcit rychle ,dosazovaci metodou*,
nebot se jedna o jednondsobny koien. Jest

est est e—t

P T32(s 1) (5—3)2lse1 16

8Castou chybou studenti je, ze rovnou hledaji vzor k funkei ve tvaru %e*‘”, kde a > 0. Prvni je ale

tfeba najit vzor k funkci ggzg a poté ho posunout. Metoda rezidui totiz ,nevidi“ posun zpusobeny

faktorem e~ %®. Je-li h(t) Laplaceuv vzor funkce H(s) = ggzg, potom Laplaceuv vzor g(t) funkce
G(s) = 5i3e™ je g(t) = h(t — a)L(t - a).
9Pro w € C jest £ [sin(wt)] (s) =

W
s2+4w? "

_ 1
= (s+20)2



Nakonec uréime reziduum v bodé s = 3. Vidime, zZe se jedna o pél iadu 2,

takze dle (RES|) mame

e est / €St /
o — 1 . 2 — 1
S R ) A (“ 3) <s—3>2<s+1>) 85%<8+1>

t st 1) — st 3t
et(s+1)—e 26—(415—1).
5—3 (s+1)2 16

Uloha 6: Funkce f(z) je holomorfni na oteviené mnoziné Q C C, jestlize je v kazdém
bodé z € Q diferencovatelnd. Funkce f(z) je celistvd, jestlize je holomorfn{
na C (tedy f(z) je diferencovatelnd v kazdém bodé z € C).

Uloha 7: Hlavn{ vétev logaritmu log z je holomorfni funkce na oteviené mnoziné

Q=C\{z€C:Rez<0almz=0}

a pro kazdé z € Q) plati (log z)/ = %



varianta C — feSeni

Uloha 1: (a) Jelikoz [3 — 3i| = vO+9 = V18, jest |(3 — 3i)7] = |3 — 3> = (V18)5.
Okamzité vidime, ze ¢islo 3 — 3i lezi na ose 4. kvadrantu, takze ho muzeme
zapsat v exponencialnim tvaru jako 3 —3i = v/18e~ 7. Dle Moivreovy véty
tedy mame

(3—3i)° = (VI8)® (7 7)) = (VI8)’e 7™,

Jelikoz —2F = —m — Z, vidime, ze ¢islo (3 — 3i)° lezi ve 2. kvadrantu. Po-
dobné efektivné lze samoziejmé vyuzit také goniometrického tvaru, ale to
vyzaduje vice psani. Rozumime-li dobfe geometrické interpretaci ndsobeni
komplexnich ¢isel, nemusime si exp. ¢i gon. tvar vubec rozepisovat, jelikoz
okamzité vidime, ze argument ¢isla (3—34)° je 5 krat argument ¢isla 3 — 34,
tedy 5- (—2i) = =5

(b) z = —7 je ziejmé dvojndsobny kofen jmenovatele. Aby funkce g(z) méla
v bodé z = —7 pdl 1. fadu, potiebujeme, aby tento bod byl jednonasobny
koten citatele. Jelikoz e”|,—_, = e ™ = —1, jedind moznost, jak toho
docilit, je zvolit @ = 1. Spravné bychom si méli jesté uvédomit, ze se
jednd o jednondsobny koten (nikoliv vicendsobny). O tom se ale lze snadno
presvédcit pomoci derivace.

Uloha 2: (a) Piipomenme si Cauchyovy-Riemannovy podminky, které musi hledand funkce
v: R? — R splitovat v kazdém bodé x + iy:

ou ov
-z = CR1
5 T Y) o (z,9) (CR1)
a
ou ov
-z = ) CR2
Sy =~ (CR2)
Napocitejme si g—g a g—Z (dale jiz nebudeme psat obecny bod, ve kterém
pocitame parcidlni derivace):
ou
— =3+2x—4 5
5y = ot 24y (5)
a
ou
— =—1-2y — 4x. 6
o y— 4z (6)

Integraci (CR1)) podle proménné y s vyuzitim dostaneme
v(x, ):/3+2x—4yd =3y + 2zy — 2y + O(x). (7)

Zde nezapomeneme na to, ze C(x) je obecné nezndmd funkce (nikoliv au-
tomaticky konstanta), kterd muze zaviset na proménné x, ale jisté nezavisi
na promeénné y, jelikoz integrujeme podle proménné y, takze je konstantni



vzhledem k proménné y (stdle ale mize zaviset na proménné x)[[% Ted

vyuzijeme (CR2). Na jednu stranu diky (CR2)) a (6)) vime, ze

ov

(1 —2y—dx)=1+2y+ 4.
o ( y—4r)=1+2y+4x
Na druhou stranu ale diky (7)) vime, zZe

dv 0 5 B ,
a—x—a—x(3y+2xy—2y +C(x)) =2y + C'(z).

Porovnanim téchto dvou rovnosti dostavame 1 + 2y + 4o = 2y + C'(z),
takze C'(x) = 1 + 4z. Integraci podle proménné z tedy

C(z) = /1 +4rdr =z + 22° + K,
kde K € R je konstanta. Dosazenim zpét do tedy dostaneme

v(x,y) = 3y + 2y — 2y* +x + 22 + K,

kde K € R. Zbyva urcit f'(1 4 i). Vime, ze v bodé z = x + iy se derivace
funkce f(z) = u(z,y) + iv(z,y) rovna

ou ov
/ _ " e
takze
f/(1+')—a—“(1 1)+@(1 1) =3+ 2z — 4y +i(1 + 2y + 4x)|
Z_8x’ Z@x’ = x Y+ Y a:m:yzl
=1+Ti.

(b) Potfebujeme najit parametry «, € R tak, aby byly obé Cauchyovy-
Riemannovy (CR1) a (CR2) splnény v bodé 2z = 1 + 2i, coz odpovidd
x =1 ay = 2. Nejprve si uréime redlnou a imaginarni ¢ast funkce g(z) v
obecném bodé z = z + iy (a oznacime je poporadé u(z,y) a v(x,y)). Jest
|2]? = 22 +y% Déle 22 = (z+iy)? = 2% —y* + 2ixy, takze Re (2%) = 22 —¢>.
Tedy

9(z) = v+ az® — ay® + (B2 + By°),

takze
u(z,y) =x+ar* —ay* a v(z,y) = Br* + By*.

Diky (CR1)) tedy dostavame

14 2ax = 26y‘m:1 =2
1+ 20 = 48. (8)

0K dybychom se alternativné rozhodli vyjit z (CR2)) a integrovat podle proménné z, vznikla by ndm
neznamd funkce, kterd by mohla zdviset na proménné y.



Nyni vyuzijeme (CR2):
—2ay = —QBx}

z=1,y=2
4o =20
p
==, 9
a=" )
Dosazenim zpét do dostaneme
1+5=4p
1
=3

1

Nakonec dosadime zpét do @, ¢imz dostaneme o = .

Uloha 3: Pro prehlednost si ozna¢me

/ CoS 2 n z 427 d 7
z=1.
o (z+100)2  (sinz)?

Zactneme tim, ze najdeme izolované singularity jednotlivych c¢lenu. Funkce

é“’% ma ziejmé izolovanou singularitu pouze v bodé z+10: = 0 < z = —10:.

Z+10i)
nadno se ale obrazkem presvédcime, ze tento bod nelezi uvniti zadané kiivky

C'. Dle Cauchyovy véty tedy mame

takze

Funkce (5;2;); mé izolované singularity v bodech sinz = 0 & 2z = km, kde

k € 7Z. 7 obrazku okamzité vidime, ze jediny z téchto bodu, ktery lezi uvnitt
krivky C, je bod z = —2x. Dle reziduové véty tedy mame

z 427
I =2mires_op ——. 10
*T (sin 2)? (10)
Bod z = —27 je zfejmé jednonasobny kofen citatele. Vime, ze z = —27 je

kofen sin z, a mame

(sinz)/| __, =cosz| __, =1#0.

—2m
Je to tedy jednonasobny koren funkce sinz, a tedy 2 -1 = 2 néasobny kofen
funkce (sin z)?. Funkce (::i’)rz ma tedy v bodé z = —27 pdl tddu 2 — 1 = 1.
Reziduum spocitdame pomoci 1) Jest

z42m lim ( +2)z+27r_ v (z + 2m)?
Hes (sinz)2 e T (sinz)2 s (sin 2)2

77%“ 1. 2(Z —I— 27T-> 77%“ 1. 2

£ lim ————— "= lim
z—-2r 28in(z) cosz  z—-2r 2(cos z)% — 2(sin 2)?

2

=——=1

2-0

117de je dobré si uvédomit, ze nemiizeme pouzit ,,dosazovaci metodu®, jelikoz bod —27 je vicendsobny
kofen jmenovatele.



Dosazenim zpét do tedy dostaneme [ = 27i.

Uloha 4: (a) Pfipomeiime si, ze Fourierova transformace f(w) funkee f(t) je definovéna

jako
= / f(t)e ™t dt.

Uvédomime si, ze funkce f(t) v nasi loze je rovna 1 na intervalu [—1,5)
a 0 jinde, takze pro nasi funkci f(t) jest

/ f —zwt dt = / —iwt dt

—zwt =5
— |: :| ) lz_i (e—5zw_eiw)

—Ww ¢ w
€—5iw _ eiw )
= 1.
w

Tento vypocet byl platny pro w # 0, jesté zbyvé urcit hodnotu f(0), coz
je ale jesté jednodussi, nebot

= /O; ft)e "t dt = /i dt = 6.

(b) Diky pravidlu o obrazu konvoluce méme

2

F [(te’é) . (e%th"'(t))} (W)= F [te’%} (W) - F [(2h"(1))] ().

2
Obraz .7 [te_%} (w) zjistime pomoci pravidla o derivaci obrazu a zndmého

obrazu Gaussovy funkcd™ Mame

[te t;} (w) = ziﬁ [e’é} (w) = z% (\/%67%2> = —z\/_we’%.

dw
Obraz Z [e*'1/"(t)] (w) uréime pomoci pravidla o posunu obrazu, tj.
F [ (1)) () =Z [f)] (w—a), (FPosO)

kde a € R, a pravidla o obrazu derivace. Mame

F [ (1)] (w) = Z [0 (1)) (w — 2) = (i(w — 2))*F [h(t)] (w — 2)
= —i(w—2P3Z [h(t)] (w—2).

Uloha 5: (a) Prvni si vSimneme toho, ze suma, kterd se v rovnici vyskytuje, je konvoluce
(n)2y * (b,)5%,. Aplikaci Z-transformace na rovnici, pravidla o obrazu
konvoluce a znamych obrazu E tedy dostaneme

z (z —1)2

& [yn+2] (2) -Z [yn+1] (Z) + QY(Z) - (Z _ 1)2 ) A

w2

12Pro a > 0 jest .7 [e‘atz} (W) =+/Ze 5.
Blest 2 [n] (2) = 557 a obraz (bn)p2 je zaddn.




Nakonec pouzijeme pravidlo o obrazu posunu, ¢imz dostaneme

(22Y<Z) — o2 — y1Z) - (ZY(Z) - ?JOZ) +2Y(2) = ;
(22Y(2) = 22% — 2) — (2Y(2) — 22) +2Y(2) = 2_13
(22—z+2)Y(z)—222+z:$
22° — 2441
i )

(b) Potfebujeme uréit inverzni Z-transformaci (y,)32, funkce Y (z). Dle me-
tody rezidui mémeﬁ

n—1 Zn—l
g T 183 (z—=3+4+1i)(z—3)%

z—34+1)(z—3)

Yn = T€5,=3_4 (

Reziduum v bodé z = 3 — ¢ muzeme urcit rychle ,dosazovaci metodou*,
nebot se jedna o jednondsobny kofen. Jest

Zn—l zn—l

resS,—3—; =

(z—=3+14)(2—3)2 (2—3)2

=—(3—4)" 1.

z=3—1

Nakonec uréime reziduum v bodé z = 3. Vidime, Ze se jednd o pdl fadu 2,

takze dle (RES) mame

SEEEEDCE <(z_3) <z_3+¢)<z_3)2>

= lim L ,: im (n—1)2""2(z —3+1i) — 2!
—1 (@—3+0) st CEEET:

= —(3")((n—1)i —3).

z2—3

Uloha 6: Hlavni ¢ast Laurentovy fady S2°° _ a,(z — 20)” je fada 3201 an(z — )"

Reguldrni ¢ast je fada > - an(z — 20)™

Uloha 7: Nechf f(z) = Yoo gan(z — %)™ je mocninnd fada s polomérem konvergence
R > 0. Potom funkce f je holomorfni na Uz, R), mocninna tada - a,n(z—zp)""
ma polomér konvergence R a plati

1

o0

f'(z) = Z ann(z — z)"

n=1

pro kazdé z € U(zy, R).

14Gtriktné vzato tento vztah plati pouze pro n > 1, tj. ne pro %, ale yo bychom méli zadané jako
pocatecni podminku nasi diferenéni rovnice, takze ho nepotiebujeme pocitat znovu.



Uloha 1: (a)

Uloha 2: (a)

varianta D — feSeni

Cilem je prevést ¢islo —2 — 3i do goniometrického tvaru. Nejdrive urcime
jeho velikost (a tedy hledané 7). Jest | — 2 — 3i| = 4+ 9 = 1/13. Tedy
r = +/13. Nakonec uréime (néjakou) hodnotu argumentu éisla —2 — 3
(tedy hledané ). Z algebraického tvaru okamzité vidime, ze ¢islo lezi ve
3. kvadrantu. Uhel  mizeme zvolit tedy (naptiklad) jako ¢ = —7+|¢|, kde
|| je velikost (neorientovaného) tihlu ¢ ve vhodné zvoleném pravoihlém
trojuhelniku. Napft.:

Takze tg ¢ = 2, tedy |¢| = arctg 3.

Muzeme tedy vzit napi. ¢ = —n + arctg % Zde je dobré si mimo soutéz
uvédomit, ze takto zvoleny tihel ¢ lezi v intervalu (—m, 7], a tedy se jedna
o hlavni hodnotu argumentu ¢isla —2 — 3.

Funkce ¢g(z) je zadand pomoci Laurentova rozvoje na prstencovém okoli
bodu zy = 2. Ma-li mit v bodé z; = 2 odstranitelnou singularitu, mohou se
v rozvoji vyskytovat s nenulovym koeficientem pouze nezdporné mocniny
(z — 2). Rozepiseme si

a 3 -1

9() = (2—2)k+(2—2)3+(z—2)3+0'(2_2) +1- (e =27+

kde - - - jiz obsahuje pouze nezdporné mocniny (z — 2), kterou jsou pro nas
zcela irelevantni. Vidime, ze musime zvolit £k = 3 a koeficient a tak, aby
a+3—1=0, tedy a = —2. Potom totiz

g(2) = (2 =2 +2(z—2)°+---, z€ P(2).

Funkci chceme rozvinout do mocninné fady na okoli bodu zy = 7. To
znamena pomoci nezapornych mocnin . Tedy vyskytujici se 4
pouze vytkneme:

(= — )" 4 1
- =(z — . 11
Jelikoz mame (2 é_z), = +il_z)2 , rozvineme tedy 5 +1_Z se spravnym stfedem

a vyslednou fadu zderivujeme ¢len po ¢lenu, abychom ziskali rozvoj m

Vyuzijeme zndmého souctu geometrické fady (GEOM)). Mame




Uloha 3:

takze

1 (2 —1) > - 1
N2 Z n+1 Z o :
(2 +e Z) (n 0 2 n=1 "
Dosadime-li zpét do , dostaneme

o Z _ n+3

n=1 n=1

f(z)=(z—1)"

Ze vzorce pro soucet geometrické rady dostavame podminku, ze |%| < 1.
Rozvoj je tedy platny pro z splaujici |z — i| < 2 (polomér je tedy R = 2).

(b) Jest |4 — 6] =2 < 3 = R, takze mocninnd fada v bodé z = 4 konverguje.
Nejprve uréime kofeny jmenovatele. Bod z = 0 je ziejmé koten. Déle

1—cosz=0
cosz =1
z = 2km,

kde k € Z (to v sobé zahrnuje i koten z = 0). VySetiujeme tedy nekonecné
mnoho izolovanych singularit v bodech z = 2kn, kde £ € Z. Nyni zjistime,
kolika nasobné jsou to kofeny citatele a kolika nasobné kofeny jmenovatele.
Zacneme citatelem. Mame

=y, =0

(sin 2)’ |Z:2k7r = cosz’zzy€7r =1#£0.

Jednd se tedy o jednonasobné koteny citatele. Nyni vySetiime jejich nasobnost
ve jmenovateli. Vidime, ze body z = 2k7 nejsou koteny faktoru z, pokud k& # 0.
Pokud z = 0 (tj. £ = 0), jedna se ziejmé o jednonasobny koten faktoru z. Co
se tyce faktoru (1 — cos z), mam

! _ . .
(1 —cosz) ’Z:M = smz’zzm€7r =0

(1 — cosz)"| = (sinz)'| =cosz| _, =1#0

z=2km z=2km

pro kazdé k € Z, takze se jednéd o dvojnasobné kofeny jmenovatele. Zjistili jsme
tedy, ze body z = 2k7 jsou

1+2=3 pokud £ =0
0+2=2 pokud k # 0.

koreny jmenovatele nasobnosti {

Nyni jiz vime vSe potfebné a muzeme klasifikovat izolované singularity. Body
z = 2km pro k # 0 jsou jednonasobné koreny citatele a dvojndsobné koteny
jmenovatele. Jsou to tedy poly fadu 2 — 1 = 1. Body z = 0 (coz odpovidd
k = 0) je jednonésobny kofen Citatele a trojndsobny koren jmenovatele. Jedna
se tedy o pol fadu 3 — 1 = 2.

15Vime, Ze jsou to jeho kofeny, takze to nemusime znovu ovéiovat.



Uloha 4: (a) Funkci F(z) rozvine do Laurentovy fady na okoli oo za vyuziti znamého
o0

rozvoje sinw = (—1)"(15 i ktery je platny pro kazdé w € C. Jest
n=0
[%S) 2n+1
3 ()
3 )y _ .3 _1\n_\z
F(z) ==z 51n(25)—z nEO( 1) on 1)

3 Z n32n+1 1 _ i (_1)n32n+1 1
Qn—l— | »10n+5 g (2n+1)! 210042

Mame urc¢it as a azg. Tedy popotadé koeficient u Z% a Z% Koeficient u Z%

(_1)n32n+1 o
(2n+1)! |n:0 =3.

Snadno také vidime, ze ﬁo se v rozvoji nevyskytuje, a tedy agy = 0; jest

totiz 1I0n+2 =30 n = ?g, coz ale neni celé ¢islo.

(b) Diky pravidlu o obrazu konvoluce méme

Z [(bs) * ()] (2) = 2 b (2)- 2 [07] (2).

ziejmé odpovidd sumacénimu indexu n = 0. Tedy ay =

Prvn{ uré¢ime obraz % [b,,3] (z). Diky pravidlu o obrazu posunuti mame

Z [bpys] (2) = 222 [by] (2) — bz — b12* — byz
=222 b)) (2) — 22° — 4z.

Zbyva ndm urcit Z [n?] (). Vyuzijeme pravidla o derivaci obrazu a zndmého
obrazu Z [n] (z) = e Jest

Uloha 5: (a) Aplikaci Fourierovy transformace na rovnici dostaneme

Z[y" (0] (W) + 27 [y" (1) (w) + §(w) = me™ .

Nakonec pouzijeme pravidlo o obrazu derivace, ¢imz dostaneme

(iw)*§(w) + 2(iw)*§(w) + §(w) = e
(—iw® — 2w* + 1)§(w) = me ™!
el

Iw) == e 1"

(b) Dle véty o inverzi pro Fourierovu transformaci méme

+2i i [T w42
gt |2 t:_/ A2 et g,
y(t) [l(wz—l—él)z}() 21 ) o (u)2+4)26 «



Tento integral spocitdme pomoci (INT+) nebo (INT—|) v zavislosti na

tomﬂ, zda popotfadét > 0 nebot < 0. Uvédomme si, 7ze w?+4 = 0 < w = £24,
takze (w“;fﬁﬁ = (w72i)%(w+2i)' Pro t > 0 tedy dle (INT+) méme

(t) i o eizt
= —2mires,—o; _ —.
Y 27 (2 = 20)2(z + 20)

Vidime, ze se jedné o pdl tadu 2, takze dle (RES|) mame

ezzt 12t

res,—y; (z — 20)2(z + 20) - Zh_{rzll <<Z — 20) (z —2i)%(z + 2@))

] eizt / ) Z'teizt(z + 21) _ eizt
= lim -] = lim .
252 \ 2 + 21 2—2i (z+2i)?
_Afe2 _ g2 o2
= — = 4t +1
16 16 (4t +1),
takze y(t) = _e;ét (4t +1) prot > 0. Prot < 0 dle (INT—|) méme

6zzt

(z —20)%(z + 26)

o
21

y(t) (—2mi) res,— 9

Reziduum uréime rychle , dosazovaci metodou®, jelikoz bod —2i je jedno-
duchy koten. Tedy

6zzt 6zzt 62t

Fe= 2 002 1 20) (2 — 202 lie2i 16

takze y(t) = —% pro ¢t < 0.

Uloha 6: Necht f(z) je holomorfni funkce na U(z), kterd neni konstantné nulova. Bod
2o je kofen nésobnosti k € N, jestlize f(z0) = f'(20) = --- = fE D (z) = 0
a zaroven f*)(zy) # 0.

Uloha 7: Nechf S>> an(z — 2)" je Laurentova fada. Potom existuje pravé jedno

r € [0, —|—OOT_a prave jedno R € [0, +oo] takové, ze

(a) fada > 7 a,(z — z9)" konverguje absolutné na U(zg, R) a diverguje pro
|z — 20| > R;

(b) fada Z;_oo an(z — z9)" konverguje absolutné pro |z — 2| > r a diverguje
na U(zo, 7).

Pokud je r < R, Laurentova fada >~ a,(z — 2zo)" konverguje na mezikruzi
P(zg,7, R) a jeji soucet je na P(zy,r, R) holomorfni funkce.

16Uvédomme si, ze parametr « ve vzorcich je roven t.



Uloha 1: (a)

Uloha 2: (a)

varianta E — reSeni

Cilem je prevést ¢islo —3 + 52 do exponencialniho tvaru. Nejdiive urcime
jeho velikost (a tedy hledané r). Jest | — 3 + 5i| = v/9 + 25 = /34. Tedy
r = +/34. Nakonec uréime (néjakou) hodnotu argumentu éisla —3 + 5i
(tedy hledané ¢). Z algebraického tvaru okamzité vidime, ze ¢islo lezi ve
2. kvadrantu. Uhel ¢ mizeme zvolit tedy (napriklad) jako ¢ = 7 — |1, kde
|| je velikost (neorientovaného) tihlu ¢ ve vhodné zvoleném pravoihlém
trojihelniku. Napft.:

Takze tg |¢| = 2, tedy |¢| = arctg 3.

Muzeme tedy vzit napt. ¢ = 7w — arctgg. Zde je dobré si mimo soutéz
uvédomit, ze takto zvoleny thel ¢ lezi v intervalu (—m, 7], a tedy se jedna
o hlavni hodnotu argumentu ¢isla —3 + 5s.

Okamzité vidime, ze bod 5 lezi mimo kruznici o rovnici |z + 5| = 1, a tedy

/(/1(2_—15)2dz:()

dle Cauchyovy véty. Vyuzijeme-li dale reziduovou vétu, vime, ze

/ IS S S 3 4
Z = 4T res_ .
c(z+5)10 " (=52 " 245 "\z+5)0 " 245

Funkce, ze které se urcuje reziduum, je zadana pomoci svého Laurentova
rozvoje na prstencovém okoli bodu zy = —5. Reziduum v bodé zp = —5
je koeficient u (—1). mocniny (z + 5) v takovém rozvoji. Okamzité tedy
vidime, ze reziduum je rovné 4, a tedy hodnota kiivkového integrdlu je
2mi - 4 = 8mi.

Pfipomenme si, Ze funkce u: R? — R je harmonicka, jestlize:

0? o
a—;;(:c,y) + a—;(:c, y) =0 pro kazdé u,y € R. (HARM)

Hledame tedy parametry «, 5 € R tak, aby toto bylo splnéno v kazZdém
bodd"| (x,y) € R2. Jest

32
8_1;(1;’ y) = 52 (e cosy +y* + 382°y) = a’e™ cosy + 6fxy
x
a
82’& 0 ar _: 2 3 a
a—yQ(a:,y) = ay (—e siny + 3xy” + fx ) = —e* cosy + b6xy.

17Castou chybou je, ze studenti oznaéi za vysledek néco, co zavisi na x ¢ y. To je ovéem zcela §patné
a nedava to zadny smysl. . .



Dosazenim do (HARM)|) tedy dostaneme

a?e™ cosy + 65zy — e* cosy + 6y =0
(a® —1)e™ cosy + 6(8 + 1)ay = 0,

coz mé byt splnéno v kazdém bodé (z,y) € R% Volime tedy a?—1 =0 < o = +1
af=-—1.

(b) Potfebujeme ovéfit, za jsou splnény obé Cauchyovy-Riemannovy
a v bodé z = 1 + 44, coz odpovidd z = 1 a y = 4. Nejprve si
urcime redlnou a imagindrni ¢ast funkce f(z) v obecném bodé z = z+iy (a
oznacime je poporadé u(x,y) av(z,y)). Jest 2% = (z+iy)? = 2? —y*+2ixy,
takze Re (2%) = 22 —y%. Déle jest (2 +2)* = (z+ iy +x —iy)? = 42?. Tedy

f(2) = 2% —y? + 4ix® + 2iy = 2% — y* +i(42* + 2y),

takze
u(z,y) =2 —y* a ov(x,y) =42 +2y.

Ovéiime platnost (CR1):

2r = 2‘m:1,y:4
2=2.
Podminka (CR1)) je tedy v bodé z = 1 + 44 splnéno. Zbyva ovérit (CR2)).
Jest
_2y - _8l‘|x:1,y:4
—8 = -8,

takze je také splnéna. Funkce f(z) je tedy diferencovatelnd v bodé z = 1+4i.
Nakonec tedy urcime jesté f'(1444). Vime, Ze ta je ddna vztahem (DER)).
Tedy
/ N . . .
f(1+4i) =2z + 28"7‘95:1,1,:4 =2+ 8.

Uloha 3: Pro prehlednost si oznacme

/ " +zr—mi+1  sin(z?)
c 2(z —1)3 oS z

dz=1.

Zatneme tim, ze najdeme izolované singularity jednotlivych ¢lenu. Funkce
% ma ziejmeé izolované singularity v bodech 0 a i. Snadno se obrazkem
presvédéime, ze uvnitt kiivky C' lezi pouze bod ¢. Co se tyce funkce %, tak

ta ma izolované singularity v bodech cosz = 0 < z = § +km, kde k € Z. Tyto
body ale zfejmé nelezi uvnitt kiivky C'. Dle Cauchyovy véty tedy mame

2
/sm(z )dz:0,
o COSZ

[:/ e”—i—zw—'m%—ldz.
c z(z — )3

takze




Dle reziduové véty tedy
e+ zmr—mi+1

2(z — )3

Bod z =i je zfejmé trojnasobny koten jmenovatele. Co se tyce Citatele, mame

I = 2mires; (12)

T +am—mi+1| _ =—1+ir—im+1=0,

(€ +em—mi+1)| _ =we"+7| _ =-m+7=0

(€ + zm — i + 1)"|Z:i = (me”™ 4+ 7T),|z:i =’ = -—m?#0,

Z=1

takze z =i je jeho dvojnésobny koten. Bod z =i je tedy pdl tadu 3 — 2 = 1.
Reziduum spocitame pomoci (RES)). Jest

e +zr—m+1 ) T zm —mi4 1 . etz —m+1
res; , = lim(z — 1) , = lim ,

2(z — )3 2= z2(z —1)3 2 2(z —1)?
g, Te*T + N e ™
= lim , ~ = lim . .

=i (2 —1)2 +22(z — 1) =i 2(z— 1) +2(z — i)+ 22

-
2% 2

Dosazenim zpét do tedy dostaneme [ = —73.

Uloha 4: (a) Dle pravidla o obrazu konvoluce méme

1
w249’

Z[fxgl(w) = f(@) - §(w) = f(w)

Dosazenim zadaného obrazu .Z [f x g] (w) a vyuzitim w?+9 = (w—3i)(w+3i)
tedy dostaneme

1

T (w+30)2(w — 36) (w — 1)

1

C (wH+3i)(w—1i)

Dle véty o inverzi a definici inverzni Fourierovy transformace tedy

10 =" o=y - =/ e T

Integrél na pravé strané snadno spo¢teme popotradé pomoci (INT+) a (INT—))
v zavislosti na tomﬂ, zda jet > 0 ¢it < 0.V obou piipadech potiebujeme
urcit jediné reziduum, které lze urcit prakticky okamzité ,,dosazovaci me-
todou“. Pro ¢t > 0 tedy mame

f(t) 2711 eizt ' eizt
= —Tres,—; ; ~ =1 ;
27 (z 4 3i)(z — 1) (z + 31)

18Uvédomme si, ze parametr « ve vzorcich je roven t.



Uloha 5: (a)

zatimco pro t < 0 mame

f(t) B 273 Lo ‘ 6izt _ eizt B 6_375
T oo T+ 3i)(z—4) (2 —1) &
Rozepiseme si cos(3t) = 63“26_3“, takze
1 , .
F [h(t — 1) cos(3t)] (w) = 3 (ZF [n(t — 1)e’] (w) + F [h(t — 1)e™] (w)) .

Nyni jen aplikuje pravidlo o posunu obrazu (FPosO)) a pravidlo o posunu
vzoru, tj. '
F [t —a)]l(w) =e™F [f()] (w),
kde a € R. Nejprve posunutim obrazu a poté vzoru dostaneme
F [h(t — 1)) (w) = F [h(t — 1)] (w—3) = e" @ Z ()] (w — 3).
Podobné

F [h(t — 1)e "] (w) = F [h(t — 1)] (w +3) = e " “DZ [h(t)] (w + 3).

Prvni si vSimneme toho, ze integral, ktery se v rovnici vyskytuje, je konvo-
luce (t3)  (sin(¢)). Aplikaci Laplaceovy transformace na rovnici, pravidla
o obrazu konvoluce a zndmych obraZﬁE tedy dostaneme

6 1

"(t 2 "(t Y(s)=—- :

LW O1s) + 22y O] () +Y(s) = 5 577

Nakonec pouzijeme pravidlo o obrazu derivace, ¢imz dostaneme

2 ! 6

(3 Y(s) —y(0)s —¢/(0)) + Q(SY(S) —y(0)) +Y(s) = Y
6

(82Y<S) + 5 — 2) + 2(SY(S) + 1) + Y(S) = m
6

+2s+1)Y = —

(s°+2s+1)Y(s)+s o

Y(s)= .
(5) (s8+ st)(s24+2s+1)
Potiebujeme uréit Laplaceiiv vzor funkce y(t) funkce Y (s). Resenim kva-

dratické rovnice nalezneme kofeny ve jmenovateli. Snadno zjistimﬂ, ze
s?+s—2=0&se {21}, takze

s+ 2 s+2 1

Y(s) = (24 s — 2)2 - (s +2)%(s—1)2 - (s+2)(s—1)2

YPro w € C jest £ [sin(wt)] (5) = %= a pro n € Ng jest £ [t"] (s) = Ly

20Stoji za to si pfipomenout, Ze se relativné ¢asto daji s vyhodou pouzit tzv. Vietovy vzorce. Mame-li
kvadraticky polynom 22 + bz + ¢, snazime se uhddnout &isla z; a 2o tak, aby jejich soucet byl b a souéin c.
Pokud se ndm to povede, pak 22 + bz + ¢ = (z — 21)(2 — 22). Jsou-li b a ¢ celd é&fsla, stojf za to vénovat
par jednotek vtefin ¢asu tomu, zda nelze ,,uhodnout” kofeny pomoci Vietovych vzorcu. V nasem piipadé
se snazime uhadnout dvé ¢isla tak, aby jejich soucet byl 1 a sou¢in —2. Snadno uhodneme, ze toho lze
docilit volbou 2 a —1.



Dle metody rezidui tedy méame
est est

P  ER el Py PR )

y(t) = ress=_o (

Reziduum v bodé s = —2 muzeme urcit rychle ,dosazovaci metodou*,
nebot se jedna o jednondsobny kofen. Jest

6—275

s=—2 a 9 '

est est

(s+2)(s—1)2 (s— 1)

IéSg—=_2

Nakonec uréime reziduum v bodé s = 1. Vidime, zZe se jednéd o pdl fadu 2,

takze dle (RES) mame

st

st ! st /
- — i —1)? ¢ — lim | <
Pl ) s — 12 st ((S ) (3+2)(s—1)2) at) <s+2>
teft(s +2) —est e
slir% (S+2)2 9(3 )

Uloha 6: Kiivka C' s parametrizaci ¢: [a,b] — C je

(a) uzaviend, jestlize p(a) = p(b);
(b) jednoducha, jestlize ¢(t) # (s) pro kazdé a < s < t < b;

(c) Jordanova, jestlize je uzaviend a jednoduché.

Uloha 7: Nechf z, € C,0<r < R<+x a f(z2) je holomorfni funkce na mezikruzi

P(zp,r, R). Potom existuje pravé jedna Laurentova fada Y > _ a,(z — z)"
takova, ze
o0
f2)=> an(z—z)"
n=-—o0o

pro kazdé z € P(z,r, R).



varianta F — reSeni

Uloha 1: (a) Dle Moivreovy véty méme

Uloha

2: (a)

(o (2) 50 (2))" = 3( (%) 4150 (%)),

Vidime tedy, ze velikost z je 5 a ==~ 16“ je argument ¢isla z. Jelikoz 18T 7 = 27r+ ,
vidime, Ze ¢islo lezi v 1. kvadrantu nebot 2 =m € (0, §). Mimo soutéz je dobre
si uvédomit, ze %W je hlavni hodnota argumentu éisla z.

Funkce, ze které se urcuje reziduum, je zadana pomoci svého Laurentova
rozvoje na prstencovém okoli bodu zy = i. Reziduum v bodé zy = i je
koeficient u (—1). mocniny (z — i) v takovém rozvoji. Rozepiseme si

4 a 1 8

(z—i)3+(2_i)k+(Z_i)4+z_i—|—27(z—i) 4o

kde - - - jiz obsahuje pouze nezédporné mocniny (z — ), kterou jsou pro nas
zcela irelevantni. Zvolime-li tedy £ = 1, potom

4 a 1 8
; 27(z — i)  +--- | =a +8.
res ((z—i)3+z—z’+(z—z')4+z—z'+ (z —1)" + > a+

Ma byt a + 8 = 1 + 1, takze zvolime a = —7 + 1.

Radu secteme s vyuzitim zndmého rozvoje exponencidlni funkce:

o0 n

=3 % pro kazdé w € C. (EXP)

n=0

Nejprve se ale potfebujeme zbavit faktoru (3n+1) v ¢itateli, jelikoz ten nam
brani, abychom mohli znamy soucet vyuzit. Faktoru se zbavime integraci
fady, vzniklou fadu secteme a zpétnou derivaci dostaneme hledany soucet.
Prvni si ale fadu musime vhodné ptipravit. Jest

o0

i )" (3n + 1)z3n+2 ZQZ )"(3n + 1)z%" | (13)

nlan nl2n

n=

oo
(1w e . (=1)™(3n+1)z3"
Déle fesime pouze fadu ) o

n=0
Integraci této fady clen po ¢lenu dostaneme

, ktera je jiz vhodné pripravena.

X (-D)"Bn 1) S ()t ()"
Z Sy Ele ey
n= n=0 n=0
_,3
= Zé 2
Zpétnou derivaci tedy dostavame
= "(3n +1)2%" 8N/ 3 328
Z et (Z@ 2 ) = e 2 —_ —e 2
nl2n 2

n=0



Nakonec dosadime zpét do , ¢imz dostaneme
3 323
f(z) = 2%e 2 (1 - %) :

Nalezeny soucet je tedy platny pro kazdé z € C (polomér kruhu konver-
gence je tedy R = 00).

(b) Jest [(2+414) +i| = |24 2i] = V8 > V6 = 7, takze bod z = 2+ lezi uvnitt
mezikruzi konvergence. Laurentova fada v bodé z = 2+ tedy konverguje.

Uloha 3: Pouzijeme (INT+|) s &« = 0. Uréime kofeny jmenovatele. Jest

22 —2:+5=0
(z—1)*=14+5=0
(z—1)2=—4
z—1==42
z=1%+2i.

Jediny kofen jmenovatele s kladnou imaginarni ¢asti je tedy bod z = 1 + 2i.
Takze

+o0 .TJQ 22
dz = 2 P 14
/OO (22 — 2z + 5)? T AT (22 — 22+ 5)? (14)

Vime, 7e (22 —22+5)? = (2 —1—2i)%(2 —1+21)?, takZe se jednd o dvojndsobny
kofen jmenovatele (a zfejmé se nejedna o kofen citatele). Za vyuziti vzorce

(RES) tedy

22 22

/
S —1-2i)?
PR o 15 T o ((Z g (2 =1 =202(z =1+ 2i)2>

2 !/
. z
= hm 5
21420 ((z — 1+ 22)2>
o 22(z—1+420)% —22%(2 — 1+ 20)
= lim .
2—1+2i (z — 14+ 2@)4
—32(1 + 2i) — 8(1 + 2i)2%
256
—32 — 641 + 247 + 32

256
40 | S .

——i = ——1.
256 32
Dosazenim do tedy dostaneme

o @@—2z 452 T TN T3 T e

o0

Uloha 4: (a) Nejprve si piipomenme, ze je-li funkce f € Ly periodickd na intervalu
[0,00) s periodou T' > 0, potom pro jeji Laplacetv obraz plati

L] () = ——— 2 [fO (1) — 1t — T))] (5)

1 —esT



V nasi uloze tedy méame

: _16533 [e*(1(t—1) = 1(t —3)) - (L(t) — 1(t — 5))] (s) .

Zbyvéurcit £ [e* (L(t — 1) — 1(t — 3)) - (L(t) — 1(t — 5))] (s). Zde je dilezité
nezaleknout se sou¢inu (1(¢t —1) — 1(t —3)) - (1(¢) — 1(t — 5)) a uvédomit

si, ze tento se soucin se rovn (1(t — 1) = 1(t — 3)). Tedy s vyuzitim
pravidla a zndmého obrazu & [e"] (s) = -, kde a € C, jest

[ (L - )—Jl(t— 3)) - (ﬂ(t) L(t—5))] (s)

L)) (s) =

£ e (1(t - —ILt—S))} s)
— e 5P |:€4 t+1] —330% [64(t+3}
. 4 s 612
- 8—4_6 s—4

(b) Diky pravidlu o obrazu konvoluce mame
Z [(tsin(it)) = ¢"(¢)] (s) = £ [tsin(it)] (s) - £ [¢" ()] (5) -
Aplikacf pravidla o obrazu derivace okamzité ziskdme
Zg"(t)] (s) = s°G(s) — s9(0) — g'(0) = s°G(s) — 25 — 1.

Nakonec pouzijeme pravidlo o derivaci obrazu a znamého obrazi?? abychom
ziskali

£ [tsin(it)] (s) = —%iﬂ [sin(it)] (s) = —% (32 Z_ 1> - (522—81)2i

Uloha 5: (a) Aplikaci Z-transformace na rovnici a zndmého obraz dostaneme

22

2241

Z [yn+a] (2) + 22 [ynsa] (2) = 3Y(2) =

Nakonec pouzijeme pravidlo o obrazu posunu, ¢imz dostaneme

z
(ZQY(Z)_y()ZQ_ylZ)+2(2Y(Z)—yoz)—3Y(Z):z2+1
2

Y (2) — 22V (2) — 3Y (2) = —
(Y (2) = 2) +22Y(2) = 3Y (2) = 5

2 22
2 - Y — = —
(2 =3V(e) 2=y
P42+

Y& = i r2 9

2Pokud to hned nevidite, nakreslete si obrazek. (1(t — 1) — 1(t — 3)) je roven 1 na intervalu [1,3)
(a 0 jinde), zatimco (1(t) — 1(¢t — 5)) je roven 1 na intervalu [0,5) (a 0 jinde). Soucin je tedy roven 1
(a 0 jinde) na intervalu [1, 3).

**Pro w € C jest & [sin(wt)] (s) = =¥

2Pro w € C jest 2 [cos(wn)] (z) = fgzcosw

22—2zcosw—+1




(b) Potfebujeme urcit inverzni Z-transformaci (y,,)5%, funkce Y(z). Jelikoz
22 +4=0%& 2= £2i, jest

2(z —2i) z(z — 2i) B z

(22442 (2-20)2(24+20)2 (2 —2i)(z +20)?

Y(2)=

Dle metody rezidui méme
IeSy=—2i - 5"
z — 20)(z + 20)?2 (2 = 20)(z + 20)?

Ypn = TE€S,=2; (

Reziduum v bodé z = 2i muzeme urcit rychle ,,dosazovaci metodou®, nebot
se jedna o jednonasobny koren. Jest

n n

z z (20)"
res,=2; Ny — - -
(z4+2i0)2 (24 2i)? 16
Nakonec uréime reziduum v bodé z = —2i. Vidime, ze se jedna o pdl radu

2, takze dle (RES) mame
o 1 N 2 o /
res,— o , 5 = lim (z + 21) , ,
(2= 20)(2 + 20)2 (z — 2i)(z + 2i)?

n—1 97\
_ (2 22)
22 (z —2i)?

_ —21%" 1(( 4iYn + 21).

Uloha 6: Nechf m4 funkce f v bodé z, € C izolovanou singularitu. Necht f(z) = 32° ___a,(z—2z)"

je Laurentuv rozvoj funkce f na P(zp). Reziduum funkce f v bodé zj je rovné
koeficientu a_j.

Uloha 7: Nechf Q C C je jednoduse souvisla oblast a C' je kladné orientovana Jordanova
kiivka uvniti 2. Necht f je holomorfni funkce na Q \ S, kde

S ={ze€IntC: z je izolovana singularita funkce f}

je konecna mnozina. Potom plati

/ f(z)dz = 2mi Zresw

weS
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