Komplexni analyza a transformace
Pisemna ¢ast zkousky (XX.XX.XXXX)

JMENO: ..o Podpis: oooviieiiiiii

Piiklad 1. 2. 3. 4. >
Body

Pied zahajenim prace
Vyplite ¢itelné rubriku ,Jméno®“ a podepiste se.

Béhem pisemné zkousky smite mit na lavici pouze zadani pisemky, psaci potieby,
prukaz totoznosti a papiry, na které zkousku vypracovavate.

Nepiste obycejnou tuzkou ani ¢ervené, jinak pisemka nebude prijata.

Veskeré své odpovédi zdiuvodnéte.

Soupis vybranych vzorca

sin(z + w) = sin z cos w = sinw cos z pro kazdé z,w € C.
cos(z £ w) = cos z cosw F sin z sinw pro kazdé z,w € C.

sinz =5 (=1)"A 2 e C.

n=0 (2n+1)1?
cos z = Zfzo(—l)"%, z e C.

Inz=>"> %(z— )" pro |z — 1| < 1.

n=1
w2
Proa >0 je .# [e‘“tQ] (w) = /Te 4.
Pron € Ny je Z[t"] (s) = .

Pro a € C je £ [e"] (s) = .

S—a

Prow € C je £ [sin(wt)] (s) = =75 a L [cos(wi)] (s) = =3

s24w?”

Proa € Cje Z "] (z) = =2

z—a”

2

Pro a € C je Z [sin(an)] (z) = 5222 — a % [cos(an)] (z) = F2wsa

22—2zcosa+1 22—2zcosa+1"
z [n] (Z) = (Z_zl)z-




Zadani A

1. [10 bodu] Je déno linedrni lomené zobrazeni

1
2420

f(z) =
(a) Naleznéte obraz f(M) mnoziny
M={zeC||z| <2}.

(b) Urcete rozvoj funkce f(z) do mocninné fady na co nejvétsim okoli bodu zy = 2
a urcete polomér tohoto okoli.

2. [10 bodu] Vypoctéte

/ Foo sin x
dx
coo (= T1)(2% +4)
3. [10 bodu] At a, = 0 pro vSechna n > 2, ag = 3 a a; = —4. Pomoci Z-transformace
naleznéte feseni diferenc¢ni rovnice

Yt + D Gk = 2(=1)"
k=0
vyhovujici pocateéni podmince yo = —1.
4. [10 bodu] Je dana funkce
f#) =e'[1(t) —1(t = 1)].

(a) Vypoctéte f(w).
(b) Naleznéte Fourierovu transformaci funkce g(t) = f/(1 — t)e®.

(c) Stanovte Fourierovu fadu zuzeni funkce f(¢) na interval [—1,1).



Zadani B
1. [10 bodu] Je déna funkce
u(z,y) = e > sin(ay) + z(z* - 3y* - 2).

(a) Naleznéte viechny hodnoty parametru o € R tak, aby u(x,y) byla harmonicka
funkce na R2.

(b) Pro nejmensi hodnotu parametru « z bodu (a) naleznéte funkei v(z,y) tak,
aby f(z) = u(z,y) + iv(z,y) byla celistvd a f (i) = —1 —iZ.
2. [10 bodu] Je déna funkce

3

fz) = 24222 —2—1)

(a) Naleznéte rozvoj funkce f(z) do Laurentovy fady na P(0) a urcete mezikruzi
konvergence této rady.

(b) Klasifikujte vsechny izolované singularity funkce f(z) a urcete resq f(z).

(c) Naleznéte funkci g(z) tak, aby funkce h(z) = f(z) + g(z) méla v 0 pdl téddu 3
aresgh(z) = 1.

3. [10 bodu] Je déna funkce

(a) Naleznéte Laplaceovu transformaci funkce f(t).

(b) Stanovte Laplaceovu transformaci funkce g(t) = e f’(3t).

4. [10 bodt] Fourierova transformace spojité funkce h € L'(R) je

1

w? — 3w —2°

h(w) =
Pomoci Fourierovy transformace naleznéte teseni diferencialni rovnice

y'(t) — 4y(t) = h(t).



Zadani C
1. [10 bodu] Je déno linedrni lomené zobrazeni

z— 21
24+ a’

f(z) =

kde o € C\ {—2i}.

(a) Naleznéte inverzni zobrazeni k zobrazeni f.

(b) Stanovte « tak, aby existovala kruznice K se sttedem v bodé —i takovd, ze
f(K)={z € C||z— 1| = 1}. Déle urcete polomér kruznice K.

2. [10 bodu] Je déna funkce

22— 2—2

f(2)

" 1—cos (r2)

(a) Klasifikujte vsechny izolované singularity funkce f(z).

(b) At C je kladné orientovand kruznice o rovnici |z| = 1. Vypoctéte

/C f(2) d.

3. [10 bodu] Z-transformace posloupnosti (a,)5, € Zy je

1
A(z):3+2 —ln(l—é).
z 2

(a) Naleznéte rozvoj funkce A(z) do Laurentovy fady na U(oo) a urcete mezikruzi
konvergence této rady.

(b) Urcete posloupnost (a,)3.
(c) Stanovte Z [4"a, 2] (2).

4. [10 bodu] Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte feseni rovnice

y'(t) +y/(t) — Gy(t) = e ™ [1(t) — 1(t — 2)]

vyhovujici pocateénim podminkdm y(0) =1 a y/'(0) = 2.



Zadani D

. [10 bodu] At f(z) je soucet mocninné fady

> 1

n+2
Z_; nl(n + 2) :

na kruhu konvergence.

(a) Urcete funkci f(z) a také polomér konvergence zadané rady.

(b) Stanovte k € N tak, aby resy % =1

oo p—1
—d
/oo Sl

. [10 bodt] Pomoci Z-transformace naleznéte feseni diferen¢ni rovnice

. [10 bodu] Vypoctéte

o 2L5)

vyhovujici pocateéni podmince yy = 1.

. [10 bodu] Je déna funkce

S

Fo) = ooy —e sy

(a) Metodou rezidui naleznéte Laplaceuv vzor f(t) funkce F'(s) ve tvaru Fourierovy
rady.

(b) Naleznéte Laplaceuv obraz funkce f * g, kde f je funkce z bodu (a) a g(t) =
e 2t f(3t).



Strucné reseni
Zadani A
1. (a) At C = 0M. Protoze —2i € C, je f(C) primka spolu s nekone¢nem. Ziejmé

2
2

(C)

8<—>o

Tedy f(C) = {z € C|Imz = —1} U {oo}. Protoze f(0) = —4%, je

F(M) = {z e C'Imz < —i} U {oo).

f(Z) 1 : - Z 2n+1<_1)n')n+1 (Z B 2)”

2(1414) 1+ 5575 (141

pro |z — 2| < 2v/2.

2. At f(2) =
1. Proto

m Funkce f(z) m4 jediné izolované singularity v bodech +2i a

+o0 -2 i
/_Oo f(z)da = 2miresy; f(z) +imres; f(z) = Wh + iw%

T 1+ 2 n 1 1
=—(- icosl —sinl | .
5 2e2

Odtud

too sinx +o0 - 1
/_oo (x—l)(x2—|—4)dx:hn f(x)dng(—g—l—cosl),

—0o0

3. Aplikaci Z-transformace na zadanou diferenéni rovnici dostaneme

J[V(2) + 1] + (3— é) Viz) = 22

z z+1
OdtUd Y( ) m PI‘OtO
—1)" —4 n+1
Y =15 1 Y(2)2" ! res 4 V(2)2" ! = (=1) +3( )
pron >0
4. (a)



W) =Z [fU-0)e"] (W) =F[f1-t)(w-1)=F[f1+1)](1-w)
' (

(1 —w)e' ) f(1 — w)
(¢) Pro kazdé n € Z mame

J lel=™ —1  (=1)"e—1
n = §f(7m) T2 1—dmn 21 —imn)’

Fourierova tada funkce f(t) proto je

f (_1)716 — 16i7rnt.

2(1 —imn)

n=—oo



Zadani B

1. (a) Pifmocarym vypoctem zjistime, ze Au = 0 na R? pravé tehdy, kdyz e 2*(4 —
a?)sin(ay) = 0 na R2. Tedy u je harmonicka funkce na R? pravé tehdy, kdyz

a € {-2,0,2}.
(b) At a = —2. Pak Cauchyovy-Riemannovy podminky jsou
0
a—; = —2e **sin(—2y) + 327 — 3y* — 2,
0
(9_;]' = 2¢”* cos(—2y) + 6y.

Integraci druhé podminky dostaneme

v(x,y) = —e * cos(2y) + 3%y + CO(y).
Dosazenim do prvni podminky obdrzime C’(y) = —3y? — 2. Tedy C(y) =
—y? — 2y + K, kde K € R. Protoze f (z%) =—1-1%,je

T T T ™ o7

2 ”(0’4> C<4) ER

Odtud K = Z3, a proto

3
VER)
7T3

v(z,y) = —e ** cos(2y) + 3%y —y* — 2y + YL

f(Z)=224(Z_f)( Iy :i(zlj_i)

( Zz — Z 1)nontly ") = Z [—1+ (=2)"] 2"

n=0 n=0
pro 0 < |z| < 3.
(b) Z rozkladu jmenovatele funkce f(z) na kofenové ¢initele (viz bod (a)) je vidét,
ze 0 je pol tddu 4 a body 1 a —% jsou poly fadu 1. Z Laurentovy fady z bodu
(a) plyne, ze resy f(z) = 15.
(c) Diky bodu (a) vime, ze na P(0) je

fe=—ata-—at7 ¥
Proto muzeme volit napifklad g(z) = & — 1.
3. (a)
£ [(cost)(1—1(t — 7)) — _(t_”)l(t_”)} (s)
= 821 - — e [eos(t + )] (5) — e L 7] (s)
s I s(l4e™) e

= +e "L [cost] (s) —e ™

2+ 1 s+1  s24+41  s+1



3 3
1({s+2 s+2 s+ 2 s+ 2 1
5[50 () o) =5 (50) -5

4. Aplikaci Fourierovy transformace na zadanou rovnici dostaneme —w?§j(w) —4¢(w) =
: Odtud

w2 —3iw—2"

Gs) = 2 [ 7(30)] (s) = L [F/(30)] (s + 2) = L2 [f'(1) ( - 2)

1 1

W) = D@ 3w =2 @t w2 =)

Proto pro t > 0 je

1 too . . )
y(t) = —/ j(w)e™ dw =i [resi §(w)e™" + resy Q(w)e’“t}

2t

1 o 1 i ; ~ iw
y(t) = o /Oo y(w)ezm dw = —ires_g; y(w)e t— YFR



Zadani C
1. (a) Polozme w = % Vyjadiime-li z rovnosti z, dostaneme 2z = %‘121 Tedy
fI(z) =~
(b)

oo%l

e o

- — OO

Protoze —a a 0o jsou vzajemné inverzni body vzhledem ke kruznici K, je a = 1.
Polomér kruznice K je

R=|f"0) = (=i)| = |2i +i| = 3.

2. (a) Ozna¢me g(z) = 1 — cos(nz). Z definice funkce kosinus (v komplexnim oboru)
okamzité plyne, Ze g(z) = 0 pravé tehdy, kdyz e™ + e~ = 2. Tedy g(z) = 0
pravé tehdy, kdyz

0= e2i7rz _2€i7rz_|_1 — (eiﬂ'z o 1)2

Odtud vidime, ze g(z) = 0 prave tehdy, kdyz z = 2k pro néjaké k € Z. Protoze
g (2k) = 0 a ¢"(2k) = 7* # 0 pro kazdé k € Z, je 2k kofen ndsobnosti 2 funkce
g(2). Déle funkce 22 — z — 2 m4 v bodech 1 a 2 kofeny ndsobnosti 1. Proto 2
je pdl fadu 1 funkce f(z) a pro kazdé k € Z \ {1} je bod 2k pdl fadu 2 funkce
f(2).

2(,2_ , _9 ,
/ ¢(z)dz = 2miresy z f(2) = 27mi lim M = _§7
c

2=0 1 — cos(mz) T

kde limitu jsme spocetli dvojnasobnou aplikaci I’'Hospitalova pravidla.

3. (a) Protoze

pro |z| > 3 a




(b) Diky bodu (a) okamzité vidime, ze

0 n = 0;
an: —3\n— n
Ol 48 >l

2n n —

2

P10l = 2 ol (3) = 5y [4() - 2] = 2a () - %

i
kde v posledni rovnosti jsme vyuzili toho, ze diky bodu (b) je ag =0 a a; = .

2

4. Aplikaci Laplaceovy transformace na zadanou rovnici dostaneme

Y (5) —s—2+8Y(s) —1—6Y(s) = Lo e
o542 s+2°
Odtud
1 1 e 2

S PR P PR B R PR [ PR PR

Oznacme G(s) = . Laplaceuv vzor funkce G(z) je

1
(s+2)(s+3)(s—2)

1 1 1
g(t) = res_3 G(s)e™ +res_o G(s)e™ + resy G(s)e™ = ge_‘% - 4_16_% + %e%.

Proto

21 o, VR I YR S STV S T
_ - 2 2 _ - ik 1(t— 2
A 20° 5¢ 1° * 906 (t=2)



Zadani D
1. (a) Protoze

f’(z)zzaz H_ZZEZ = z¢*
n=0 n=0

pro z € C, je
f(z) = /zezdz = ze® —/ezdz =ze* — e+ K,
kde K € C, pro z € C.Dosazenim z = 0 do zadané fady dostaneme 0 = f(0) =
—1+ K, a proto K = 1. Tedy
flz)=(—1De*+1

pro z € C (tj. hledany polomér konvergence je R = +00).
(b) Z bodu (a) plyne, ze

resg

/(2) {07 ke {12}
) .
Zk m, k Z 3.
Tedy 4 3 = resy ( ) pravé tehdy, kdyz k = 5.

kﬂ"L

2. Komplexni &fslo z je feseni rovnice 23 + 1 = 0 pravé tehdy, kdyz z = ¢'5+75 | kde
k=0,1,2. Proto funkce f(z) = ;3111 je holomorfni na C \ {e’%, —1,e'% } Tedy
tor—1 -1 -1

/_Oo ;3 1 dr = imres_; f(z) + 2mives iz f(2) = imw 2322 . + 2im 2322 e
2m+2, 22—z 2im . T — i
3 323 | _.% 3 3
2im . e s _els 2 . e7's 4 e's
= -2in————— = —— 4+ 2iT——
3 3 3 3
2T 2 cos (E)
= 4 2im——=32 =0
3 T3
3. Aplikaci Z-transformace na zadanou rovnici obdrzime
4 2
2Y(2)=1]4+Y(2) =% |:COS (%)} (2z) = 42/2—11
Proto )
z z
Y(z) = + :
(2) z+1 0 (2241)(z+1)
Af A(z) = ——5——. Potom pro n > 0 je

(22—&-%) (2+1)

Y = (—1)" 4+ 1es_; A(2)2" ' + res: A(2)2" 7t + res_i A(z)z"

4( 1)n+1 n +1 ( Z‘)n+1
=(-1D"+ + +
( ) 2n+1 z % on+1 ( i — %)
- (_1)n 1 -n -n4+1
_T+2R 2+1 5‘2n_1Re [2i" — "]




4.

(a) Komplexni ¢islo s je fesen{ rovnice 1 — e** = 0 prave tehdy, kdyz s = % pro
néjaké n € Z. At n € Z. Protoze (1 — 6_45)/‘s_m =4 #0, je bod 2T kofen
-2
ndsobnosti 1 funkce h(s) = (s> — 9)(1 — e™*%). Z tvaru funkce h(s) okamzité
vidime, ze body +3 jsou také koreny nésobnosti 1 funkce h(s). Tedy

+o00
f(t) =res_3 F(s)e™ +res3 F(s)e™ + Z resins F(s)e”
3t -3t +oo

e e mnm inﬂ't
= — B — 2 .
21— 2) o= ey nz on2r? + 72"

=—00

Z(f+9)®)](s) = F(s)Z [e7*[(31)] (5) = F(s)Z [f(31)] (5 + 2)
1 s+ 2




