
Komplexńı analýza a transformace
Ṕısemná část zkoušky (XX.XX.XXXX)

Jméno: ............................................. Podpis: ..............................

Př́ıklad 1. 2. 3. 4.
∑

Body

Před zahájeńım práce

• Vyplňte čitelně rubriku
”
Jméno“ a podepǐste se.

• Během ṕısemné zkoušky smı́te mı́t na lavici pouze zadáńı ṕısemky, psaćı potřeby,
pr̊ukaz totožnosti a paṕıry, na které zkoušku vypracováváte.

• Nepǐste obyčejnou tužkou ani červeně, jinak ṕısemka nebude přijata.

• Veškeré své odpovědi zd̊uvodněte.

Soupis vybraných vzorc̊u

• sin(z ± w) = sin z cosw ± sinw cos z pro každé z, w ∈ C.

• cos(z ± w) = cos z cosw ∓ sin z sinw pro každé z, w ∈ C.

• sin z =
∑∞

n=0(−1)n z2n+1

(2n+1)!
, z ∈ C.

• cos z =
∑∞

n=0(−1)n z2n

(2n)!
, z ∈ C.

• ln z =
∑∞

n=1
(−1)n−1

n
(z − 1)n pro |z − 1| < 1.

• Pro a > 0 je F
[
e−at

2
]

(ω) =
√

π
a
e−

ω2

4a .

• Pro n ∈ N0 je L [tn] (s) = n!
sn+1 .

• Pro a ∈ C je L [eat] (s) = 1
s−a .

• Pro ω ∈ C je L [sin(ωt)] (s) = ω
s2+ω2 a L [cos(ωt)] (s) = s

s2+ω2 .

• Pro α ∈ C je Z [αn] (z) = z
z−α .

• Pro α ∈ C je Z [sin(αn)] (z) = z sinα
z2−2z cosα+1

a Z [cos(αn)] (z) = z2−z cosα
z2−2z cosα+1

.

• Z [n] (z) = z
(z−1)2 .



Zadáńı A

1. [10 bod̊u] Je dáno lineárńı lomené zobrazeńı

f(z) =
1

z + 2i
.

(a) Nalezněte obraz f(M) množiny

M = {z ∈ C | |z| ≤ 2} .

(b) Určete rozvoj funkce f(z) do mocninné řady na co největš́ım okoĺı bodu z0 = 2
a určete poloměr tohoto okoĺı.

2. [10 bod̊u] Vypočtěte ∫ +∞

−∞

sinx

(x− 1)(x2 + 4)
dx

3. [10 bod̊u] At’ an = 0 pro všechna n ≥ 2, a0 = 3 a a1 = −4. Pomoćı Z-transformace
nalezněte řešeńı diferenčńı rovnice

yn+1 +
n∑
k=0

akyn−k = 2(−1)n

vyhovuj́ıćı počátečńı podmı́nce y0 = −1.

4. [10 bod̊u] Je dána funkce

f(t) = et [1(t)− 1(t− 1)] .

(a) Vypočtěte f̂(ω).

(b) Nalezněte Fourierovu transformaci funkce g(t) = f ′(1− t)eit.
(c) Stanovte Fourierovu řadu zúžeńı funkce f(t) na interval [−1, 1).



Zadáńı B

1. [10 bod̊u] Je dána funkce

u(x, y) = e−2x sin(αy) + x(x2 − 3y2 − 2).

(a) Nalezněte všechny hodnoty parametru α ∈ R tak, aby u(x, y) byla harmonická
funkce na R2.

(b) Pro nejmenš́ı hodnotu parametru α z bodu (a) nalezněte funkci v(x, y) tak,
aby f(z) = u(x, y) + iv(x, y) byla celistvá a f

(
iπ
4

)
= −1− iπ

2
.

2. [10 bod̊u] Je dána funkce

f(z) =
3

z4(2z2 − z − 1)
.

(a) Nalezněte rozvoj funkce f(z) do Laurentovy řady na P (0) a určete mezikruž́ı
konvergence této řady.

(b) Klasifikujte všechny izolované singularity funkce f(z) a určete res0 f(z).

(c) Nalezněte funkci g(z) tak, aby funkce h(z) = f(z) + g(z) měla v 0 pól řádu 3
a res0 h(z) = 1.

3. [10 bod̊u] Je dána funkce

f(t) =

{
cos t, t ∈ [0, π);

−e−t+π, t ≥ π.

(a) Nalezněte Laplaceovu transformaci funkce f(t).

(b) Stanovte Laplaceovu transformaci funkce g(t) = e−2tf ′(3t).

4. [10 bod̊u] Fourierova transformace spojité funkce h ∈ L1(R) je

ĥ(ω) =
1

ω2 − 3iω − 2
.

Pomoćı Fourierovy transformace nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice

y′′(t)− 4y(t) = h(t).



Zadáńı C

1. [10 bod̊u] Je dáno lineárńı lomené zobrazeńı

f(z) =
z − 2i

z + α
,

kde α ∈ C \ {−2i}.

(a) Nalezněte inverzńı zobrazeńı k zobrazeńı f .

(b) Stanovte α tak, aby existovala kružnice K se středem v bodě −i taková, že
f(K) = {z ∈ C | |z − 1| = 1}. Dále určete poloměr kružnice K.

2. [10 bod̊u] Je dána funkce

f(z) =
z2 − z − 2

1− cos (πz)
.

(a) Klasifikujte všechny izolované singularity funkce f(z).

(b) At’ C je kladně orientovaná kružnice o rovnici |z| = 1. Vypočtěte∫
C

zf(z) dz.

3. [10 bod̊u] Z-transformace posloupnosti (an)∞n=0 ∈ Z0 je

A(z) =
1

3 + 2z
− ln

(
1− 3

z

)
.

(a) Nalezněte rozvoj funkce A(z) do Laurentovy řady na U(∞) a určete mezikruž́ı
konvergence této řady.

(b) Určete posloupnost (an)∞n=0.

(c) Stanovte Z [4nan+2] (z).

4. [10 bod̊u] Pomoćı Laplaceovy transformace nalezněte řešeńı rovnice

y′′(t) + y′(t)− 6y(t) = e−2t [1(t)− 1(t− 2)]

vyhovuj́ıćı počátečńım podmı́nkám y(0) = 1 a y′(0) = 2.



Zadáńı D

1. [10 bod̊u] At’ f(z) je součet mocninné řady

∞∑
n=0

1

n!(n+ 2)
zn+2

na kruhu konvergence.

(a) Určete funkci f(z) a také poloměr konvergence zadané řady.

(b) Stanovte k ∈ N tak, aby res0
f(z)
zk

= 1
8
.

2. [10 bod̊u] Vypočtěte ∫ +∞

−∞

x− 1

x3 + 1
dx

3. [10 bod̊u] Pomoćı Z-transformace nalezněte řešeńı diferenčńı rovnice

yn+1 + yn =
cos
(
nπ
2

)
2n

vyhovuj́ıćı počátečńı podmı́nce y0 = 1.

4. [10 bod̊u] Je dána funkce

F (s) =
s

(s2 − 9) (1− e−4s)
.

(a) Metodou rezidúı nalezněte Laplace̊uv vzor f(t) funkce F (s) ve tvaru Fourierovy
řady.

(b) Nalezněte Laplace̊uv obraz funkce f ∗ g, kde f je funkce z bodu (a) a g(t) =
e−2tf(3t).



Stručné řešeńı

Zadáńı A

1. (a) At’ C = ∂M . Protože −2i ∈ C, je f(C) př́ımka spolu s nekonečnem. Zřejmě

0 − i
2

∞ 0

f

C f(C)

f

Tedy f(C) =
{
z ∈ C

∣∣ Im z = −1
4

}
∪ {∞}. Protože f(0) = − i

2
, je

f(M) =

{
z ∈ C

∣∣∣∣ Im z ≤ −1

4

}
∪ {∞}.

(b)

f(z) =
1

2(1 + i)

1

1 + z−2
2(1+i)

=
+∞∑
n=0

(−1)n

2n+1(1 + i)n+1
(z − 2)n

pro |z − 2| < 2
√

2.

2. At’ f(z) = eiz

(z−1)(z2+4)
. Funkce f(z) má jediné izolované singularity v bodech ±2i a

1. Proto ∫ +∞

−∞
f(x) dx = 2πi res2i f(z) + iπ res1 f(z) = π

e−2

2(2i− 1)
+ iπ

ei

5

=
π

5

(
−1 + 2i

2e2
+ i cos 1− sin 1

)
.

Odtud ∫ +∞

−∞

sinx

(x− 1)(x2 + 4)
dx = Im

∫ +∞

−∞
f(x) dx =

π

5

(
− 1

e2
+ cos 1

)
.

3. Aplikaćı Z-transformace na zadanou diferenčńı rovnici dostaneme

z [Y (z) + 1] +

(
3− 4

z

)
Y (z) =

2z

z + 1
.

Odtud Y (z) = −z2
(z+1)(z+4)

. Proto

yn = res−1 Y (z)zn−1 + res−4 Y (z)zn−1 =
(−1)n + (−4)n+1

3

pro n ≥ 0.

4. (a)

f̂(ω) =

∫ 1

0

et(1−iω) dt =
e1−iω − 1

1− iω
.



(b)

ĝ(ω) = F
[
f ′(1− t)eit

]
(ω) = F [f ′(1− t)] (ω − 1) = F [f ′(1 + t)] (1− ω)

= ei(1−ω)F [f ′(t)] (1− ω) = i(1− ω)ei(1−ω)f̂(1− ω)

(c) Pro každé n ∈ Z máme

cn =
1

2
f̂(πn) =

1

2

e1−iπn − 1

1− iπn
=

(−1)ne− 1

2(1− iπn)
.

Fourierova řada funkce f(t) proto je

+∞∑
n=−∞

(−1)ne− 1

2(1− iπn)
eiπnt.



Zadáńı B

1. (a) Př́ımočarým výpočtem zjist́ıme, že ∆u = 0 na R2 právě tehdy, když e−2x(4−
α2) sin(αy) = 0 na R2. Tedy u je harmonická funkce na R2 právě tehdy, když
α ∈ {−2, 0, 2}.

(b) At’ α = −2. Pak Cauchyovy-Riemannovy podmı́nky jsou

∂v

∂y
= −2e−2x sin(−2y) + 3x2 − 3y2 − 2,

∂v

∂x
= 2e−2x cos(−2y) + 6xy.

Integraćı druhé podmı́nky dostaneme

v(x, y) = −e−2x cos(2y) + 3x2y + C(y).

Dosazeńım do prvńı podmı́nky obdrž́ıme C ′(y) = −3y2 − 2. Tedy C(y) =
−y3 − 2y +K, kde K ∈ R. Protože f

(
iπ
4

)
= −1− iπ

2
, je

−π
2

= v
(

0,
π

4

)
= C

(π
4

)
= −π

3

43
− π

2
+K.

Odtud K = π3

43
, a proto

v(x, y) = −e−2x cos(2y) + 3x2y − y3 − 2y +
π3

43
.

2. (a)

f(z) =
3

2z4(z − 1)
(
z + 1

2

) =
1

z4

(
1

z − 1
− 1

z + 1
2

)
=

1

z4

(
−

+∞∑
n=0

zn −
+∞∑
n=0

(−1)n2n+1zn

)
=

+∞∑
n=0

[
−1 + (−2)n+1

]
zn−4

pro 0 < |z| < 1
2
.

(b) Z rozkladu jmenovatele funkce f(z) na kořenové činitele (viz bod (a)) je vidět,
že 0 je pól řádu 4 a body 1 a −1

2
jsou póly řádu 1. Z Laurentovy řady z bodu

(a) plyne, že res0 f(z) = 15.

(c) Dı́ky bodu (a) v́ıme, že na P (0) je

f(z) = − 3

z4
+

1

z3
− 9

z2
+

15

z
+ . . . .

Proto můžeme volit např́ıklad g(z) = 3
z4
− 14

z
.

3. (a)

F (s) = L
[
(cos t)(1− 1(t− π))− e−(t−π)1(t−π)

]
(s)

=
s

s2 + 1
− e−πsL [cos(t+ π)] (s)− e−πsL

[
e−t
]

(s)

=
s

s2 + 1
+ e−πsL [cos t] (s)− e−πs 1

s+ 1
=
s (1 + e−πs)

s2 + 1
− e−πs

s+ 1
.



(b)

G(s) = L
[
e−2tf ′(3t)

]
(s) = L [f ′(3t)] (s+ 2) =

1

3
L [f ′(t)]

(
s+ 2

3

)
=

1

3

[
s+ 2

3
F

(
s+ 2

3

)
− f(0)

]
=
s+ 2

9
F

(
s+ 2

3

)
− 1

3
.

4. Aplikaćı Fourierovy transformace na zadanou rovnici dostaneme −ω2ŷ(ω)−4ŷ(ω) =
1

ω2−3iω−2 . Odtud

ŷ(ω) = − 1

(ω2 + 4)(ω2 − 3iω − 2)
= − 1

(ω + 2i)(ω − 2i)2(ω − i)
.

Proto pro t ≥ 0 je

y(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
ŷ(ω)eiωt dω = i

[
resi ŷ(ω)eiωt + res2i ŷ(ω)eiωt

]
=
e−t

3
− te−2t

4
− 5

16
e−2t

a pro t < 0 je

y(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
ŷ(ω)eiωt dω = −i res−2i ŷ(ω)eiωt =

e2t

48
.



Zadáńı C

1. (a) Položme w = z−2i
z+α

. Vyjádř́ıme-li z rovnosti z, dostaneme z = −αw−2i
w−1 . Tedy

f−1(z) = −αz+2i
z−1 .

(b)

∞ 1

−α ∞

f

K f(K)

f

Protože −α a∞ jsou vzájemně inverzńı body vzhledem ke kružnici K, je α = i.
Poloměr kružnice K je

R =
∣∣f−1(0)− (−i)

∣∣ = |2i+ i| = 3.

2. (a) Označme g(z) = 1− cos(πz). Z definice funkce kośınus (v komplexńım oboru)
okamžitě plyne, že g(z) = 0 právě tehdy, když eiπz + e−iπz = 2. Tedy g(z) = 0
právě tehdy, když

0 = e2iπz − 2eiπz + 1 =
(
eiπz − 1

)2
.

Odtud vid́ıme, že g(z) = 0 právě tehdy, když z = 2k pro nějaké k ∈ Z. Protože
g′(2k) = 0 a g′′(2k) = π2 6= 0 pro každé k ∈ Z, je 2k kořen násobnosti 2 funkce
g(z). Dále funkce z2 − z − 2 má v bodech 1 a 2 kořeny násobnosti 1. Proto 2
je pól řádu 1 funkce f(z) a pro každé k ∈ Z \ {1} je bod 2k pól řádu 2 funkce
f(z).

(b) ∫
C

ϕ(z) dz = 2πi res0 zf(z) = 2πi lim
z→0

z2(z2 − z − 2)

1− cos(πz)
= −8i

π
,

kde limitu jsme spočetli dvojnásobnou aplikaćı l’Hospitalova pravidla.

3. (a) Protože

1

3 + 2z
=

1

2z

1

1 + 3
2z

=
+∞∑
n=0

(−3)n

2n+1

1

zn+1

pro |z| > 3
2

a

ln

(
1− 3

z

)
=

+∞∑
n=1

(−1)n−1

n

(
−3

z

)n
= −

+∞∑
n=1

3n

n

1

zn

pro |z| > 3, je

A(z) =
+∞∑
n=0

(−3)n

2n+1

1

zn+1
+

+∞∑
n=1

3n

n

1

zn
=

+∞∑
n=1

[
(−3)n−1

2n
+

3n

n

]
1

zn

pro |z| > 3.



(b) Dı́ky bodu (a) okamžitě vid́ıme, že

an =

{
0 n = 0;
(−3)n−1

2n
+ 3n

n
n ≥ 1.

(c)

Z [4nan+2] (z) = Z [an+2]
(z

4

)
=
z2

16

[
A
(z

4

)
− a0 −

a1
z
4

]
=
z2

16
A
(z

4

)
− 7z

8
,

kde v posledńı rovnosti jsme využili toho, že d́ıky bodu (b) je a0 = 0 a a1 = 7
2
.

4. Aplikaćı Laplaceovy transformace na zadanou rovnici dostaneme

s2Y (s)− s− 2 + sY (s)− 1− 6Y (s) =
1

s+ 2
− e−4e−2s

s+ 2
.

Odtud

Y (s) =
1

(s+ 2)(s+ 3)(s− 2)
+

1

s− 2
− e−4e−2s

(s+ 2)(s+ 3)(s− 2)
.

Označme G(s) = 1
(s+2)(s+3)(s−2) . Laplace̊uv vzor funkce G(z) je

g(t) = res−3G(s)est + res−2G(s)est + res2G(s)est =
1

5
e−3t − 1

4
e−2t +

1

20
e2t.

Proto

y(t) = g(t) + e2t − e−4g(t− 2)1(t− 2)

=
1

5
e−3t − 1

4
e−2t +

21

20
e2t − e−4

[
1

5
e−3(t−2) − 1

4
e−2(t−2) +

21

20
e2(t−2)

]
1(t− 2)

pro t ≥ 0.



Zadáńı D

1. (a) Protože

f ′(z) =
∞∑
n=0

1

n!
zn+1 = z

∞∑
n=0

1

n!
zn = zez,

pro z ∈ C, je

f(z) =

∫
zez dz = zez −

∫
ez dz = zez − ez +K,

kde K ∈ C, pro z ∈ C.Dosazeńım z = 0 do zadané řady dostaneme 0 = f(0) =
−1 +K, a proto K = 1. Tedy

f(z) = (z − 1)ez + 1

pro z ∈ C (tj. hledaný poloměr konvergence je R = +∞).

(b) Z bodu (a) plyne, že

res0
f(z)

zk
=

{
0, k ∈ {1, 2};

1
(k−3)!(k−1) , k ≥ 3.

Tedy 1
8

= res0
f(z)
zk

právě tehdy, když k = 5.

2. Komplexńı č́ıslo z je řešeńı rovnice z3 + 1 = 0 právě tehdy, když z = ei
π
3
+ 2kπi

3 , kde

k = 0, 1, 2. Proto funkce f(z) = z−1
z3+1

je holomorfńı na C \
{
ei
π
3 ,−1, ei

5π
3

}
. Tedy∫ +∞

−∞

x− 1

x3 + 1
dx = iπ res−1 f(z) + 2πi res

ei
π
3
f(z) = iπ

z − 1

3z2

∣∣∣∣
z=−1

+ 2iπ
z − 1

3z2

∣∣∣∣
z=ei

π
3

= −2iπ

3
+ 2iπ

z2 − z
3z3

∣∣∣∣
z=ei

π
3

= −2iπ

3
− 2iπ

ei
2π
3 − eiπ3

3

= −2iπ

3
− 2iπ

e−i
π
3
+iπ − eiπ3

3
= −2iπ

3
+ 2iπ

e−i
π
3 + ei

π
3

3

= −2iπ

3
+ 2iπ

2 cos
(
π
3

)
3

= 0.

3. Aplikaćı Z-transformace na zadanou rovnici obdrž́ıme

z [Y (z)− 1] + Y (z) = Z
[
cos
(nπ

2

)]
(2z) =

4z2

4z2 + 1
.

Proto

Y (z) =
z

z + 1
+

z2(
z2 + 1

4

)
(z + 1)

.

At’ A(z) = z2

(z2+ 1
4)(z+1)

. Potom pro n ≥ 0 je

yn = (−1)n + res−1A(z)zn−1 + res i
2
A(z)zn−1 + res− i

2
A(z)zn−1

= (−1)n +
4(−1)n+1

5
+

in+1

2n+1
(
i− 1

2

) +
(−i)n+1

2n+1
(
−i− 1

2

)
=

(−1)n

5
+ 2Re

[
in+1

2n+1
(
i− 1

2

)] =
(−1)n

5
+

1

5 · 2n−1
Re
[
2in − in+1

]
.



4. (a) Komplexńı č́ıslo s je řešeńı rovnice 1 − e4s = 0 právě tehdy, když s = inπ
2

pro

nějaké n ∈ Z. At’ n ∈ Z. Protože (1− e−4s)′
∣∣
s= inπ

2

= 4 6= 0, je bod inπ
2

kořen

násobnosti 1 funkce h(s) = (s2 − 9)(1 − e−4s). Z tvaru funkce h(s) okamžitě
vid́ıme, že body ±3 jsou také kořeny násobnosti 1 funkce h(s). Tedy

f(t) = res−3 F (s)est + res3 F (s)est +
+∞∑

n=−∞

res inπ
2
F (s)est

=
e3t

2(1− e−12)
+

e−3t

2(1− e12)
−

+∞∑
n=−∞

inπ

2n2π2 + 72
e
inπ
2
t.

(b)

L [(f ∗ g)(t)] (s) = F (s)L
[
e−2tf(3t)

]
(s) = F (s)L [f(3t)] (s+ 2)

=
1

3
F (s)F

(
s+ 2

3

)
.


