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Fourierovy fady — opakovani

e At I C R je interval. Zna&ent:
Ll(I):{f:f->@‘/\f(t)]dt<+oo},
I
L2(1'):{f:I—>C’/|f(t)|2 dt<—|—oo}.
I

o V LY(I) a L?(I) ztotoZHujeme funkce liici se jen na mnozin& miry 0.
e At a € R, T > 0. Fourierova ¥ada funkce f € L([a,a + T)):

a > 2mnt 2mnt

0 .

5 + E Qy, COS <T> + by, sin (T)
n=1

kde

2 a+T 2 t
an = T/a, f(t) cos <7;1) dt pro kazdé n € Npy;
2 a+T

2mnt

by, = T/a f(t)sin <T) dt pro kazdé n € N.
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Fourierovy fady — opakovani

@ Konverguje-li Fourierova ¥ada funkce f v bodé ¢t € R, oznadime jeji
souet symbolem F(t).

@ Daéle budeme vySe uvedenou ¥adu nazyvat redlnym tvarem Fourierovy
fady (pFipadn& redlnou Fourierovou fadou) funkce f.

e Plati L?([a,a+T)) C L'([a,a + T)).

o V L%([a,a+ T)) lezi nap¥iklad vdechny po &4stech spojité funkce na
intervalu [a,a + T).

o Na L%([a,a+ T)) je dén skaldrni sougin

a+T L
(fig) = / f(t)g(t)de.

o Jestlie se omezime na funkce z L?([a,a + T)), pak (redlnou)
Fourierovu ¥adu miZeme interpretovat jako rozvoj funkce do
ortogonalniho systému tvofeného funkcemi 1,sin (%T”t) cos (%)
kde n € N.
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Komplexni tvar Fourierovy fady

e Komplexni tvar Fourierovy ¥ady (p¥ipadn& komplexni Fourierova ¥ada)
funkce f € L([a,a + T)):

o0
2mint
E cpe T

n=—oo

= / 27Tl7Lt dt

o F(t) = mn§j:%%5?“

k——+o0
@ ¢, ...(komplexni) Fourierovy koeficienty funkce f.

kde

@ Pokud nefekneme jinak, budeme pod Fourierovou ¥fadou vZdy rozumét
jeji komplexni tvar.
e Omezime-li se na funkce z L?([a,a + T')), pak (komplexni) Fourierova
fada je rozvoj funkce do ortogonalniho systému tvoreného funkcemi
“ kden € Z.
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Souvislost koeficientd a,,, b, a ¢,

o Plati
co = %, Cn = W pro kazdé n € N,
C_p = % pro kazdé n € N.
Tedy

an = Cn +c_, pro kazdé n € Ny;
by, = i(cy, —c—p) pro kazdé n € N.

o Nabyva-li f pouze redlnych hodnot, pak
Cp = Cn.
V tomto pfipadé je

an, = 2Rec, pro kazdé n € Ny;
b, = —2Imc, pro kazdé n € N.
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Jednoduchy priklad

Pt¥iklad

UvaZme funkci

_Jo prot € [-1,0),
1) = {t prot € [0,1).

Zvejmé f € L?([—1,1)). Komplexni Fourierova ¥ada funkce f je

1 (_1)n -1 <_1)nz imnt
Z + Z |: + (& .

27m2n2 2mn

Redlnd Fourierova ¥ada funkce f je

n ( 1)n+1

1 o
i 2:1 n2 COS (mnt) 4+ ~————sin (7nt) .
n=
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Jednoduchy priklad — ¢astecné soucty

P¥iklad (Pokratovani)

2mint

Oznatme S, => ;1 cpe T

08
— S3()
— Siolt)
— Ssolt)
— f®

06

04

0.2
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Bodova konvergence

Véta (Dirichletova véta)
Necht a € R, T >0 a f :[a,a+T) — C. PFedpoklidejme, Ze f a f' jsou
po &astech spojité funkce na [a,a + T). Pak (komplexni i redlna)
Fourierova Fada funkce f konverguje v kaZdém bodé& intervalu [a,a +T) a
jeji soucet je

Q F(t) = % [f(t+) + f(t—)] pro kazdé t € (a,a+T);

@ Fi(a) = Fp(a+T) =5 [flat) + fla+T)-)).

Dikaz: Vynechavdame. |

@ Je-li navic f je spojitd na [a,a+T) a f(a) = (limT f(t), pak
t—(a+

f(t) = F(t) pro kazdé t € [a,a +T) a F; je periodickym
rozsitenim funkce f.
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Piklady

Pt¥iklad

JiZ vime, Ze komplexni Fourierova ¥ada funkce

ft) =

je

X

nez\{0}

Podle Dirichletovy v&ty konverguje tato ¥ada pro kazdé ¢t € [—1,1) (a tedy

pro kazdé t € R) a plati, Ze

Fr(t) =

o= T O

0 prot € [—1,0)
t prot e [0,1).

(=1)" =1

e

iTnt

2m2n2 2mn

pro kazdé t € (—1,0),
pro kazdé t € [0,1),
prot = —1.

v
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Parsevalova rovnost

Véta (Parsevalova rovnost)

Necht a € R, T >0 a f € L*([a,a+T)). JestliZe ¢, € C jsou komplexni
Fourierovy koeficienty funkce f, pak

[e.9]

a+T
Sl =g [ IR

n=—oo

v

Duikaz: Vynechavame. n

@ Pro redlné Fourierovy koeficienty a,, a b, funkce f € L*([a,a +T))
ma Parsevalova rovnost tvar

‘%’2 - 2 2 2 [T 2
S+ (anl =5 [ 1f) e
n=1 a
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Souvislost mezi Fourierovou a Laurentovou ¥adou

At a € R, T > 0 a funkce g(z) je holomorfni na n&jakém mezikruzi
P(0;7m; R), kde r <1 < R.
o Na P(0;m;R) je g(z) =D 00 . cn2™
e p(t)= T te [a,a + T, je parametrizace jednotkové kruZznice C
se stfedem v pocatku.

@ Pro koeficienty ¢, platf

1 27rzt —27rint dt
— — T
T 2mi Jo z"+1 '

e Funkce f: [a,a+T) — C spliujici f(t) =g (e%Tim> pro kazdé
t € [a,a+ T) ma tak (komplexni) Fourierovu fadu

n=—oo

a tato ¥ada konverguje k f v kazdém bodé& intervalu [a,a + T)).

Martin Bohata Komplexni analyza Fourierovy fady 11/12



Souvislost mezi Fourierovou a Laurentovou ¥adou

Pyiklad
Je dana funkce
1 2
_ 2
f(t) eiﬂt—% + 2_61'7-”57 te [072)
Protoze
1 2 L n
2
= —_— - < <2,
Tt 2 g P H
je
o0 imnt
e
7 2T
n=—oo

pro kazdé t € [0,2).
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