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Fourierova transformace na L*(R)

@ Rozklad do funkci €™ i pro neperiodickou funkci f : R — C.
@ Aplikace: Zpracovani signdlu, fyzika, matematika,...

Definice (Fourierova transformace na L'(R))

@ Fourierova transformace funkce f € L'(R) je funkce f:R>C
definovand predpisem

Flw) = /_ T et at,

@ Inverzni Fourierova transformace funkce f € L!(R) je funkce
f : R — C definovana predpisem

Flw) = % / F(t)et dt.

e Jiné znateni: f(w) =.7 [f(t)] (w) a f(w) =.Z 1 [f(1)] (w).
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Fourierova transformace na L*(R)

P¥iklad
At
f(t) = x1,(0)-
Potom .
" 2808 w € R\ {0},
{2, w=0. '

— — H)

v
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Fourierova transformace na L*(R)

P¥iklad

Tvrzeni (zékladni vlastnosti)

Necht f,g € L*(R) a a € C.
@ F 1) +aglt) (w) = F (1)) () + o [g(t)] ().
@ 7 [f()] (w) =2rF ' [f(t)] (~w).
@ Je-lia €R, pak Z [f(t —a)] (w .
Q Je-lia € R, pak F [ f(t)] (w) = F [f(t)] (w— a).
Q@ Je-li a € R nenulové, pak F [f(at)] (w) = £.Z [f(t)] (£).

Diikaz: Viz prednaska.
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Fourierova transformace na L*(R)

P¥iklad

et T _Biw=1) _ |w—1]
Fl Sl =t e
[1+ (2t—3)2] W)=ge e

Véta (Riemannovo-Lebesgueovo lemma)

Jestlize f € L*(R), pak f je spojitd funkce takovd, Ze

lim f(w) = 0.

w—rFo0o

Diikaz: Vynechavame. |
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Fourierova transformace na L*(R)

Vé&ta (obraz derivace)

Jestlizen e N a f, f,..., f € LY(R) jsou spojité, pak

Diikaz: Viz prednaska. |

V&ta (derivace obrazu)

Jestlize f(t) atf(t) lei v L*(R), pak

F 0] (w) =i~ F [[(t)] (@)

Diikaz: Viz prednaska. |
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Fourierova transformace na L*(R)

P¥iklad (obraz Gaussovy funkce)

F [e_tQ] (w) = Ve~ T.

Pro a > 0 je
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Konvoluce

Definice (konvoluce)

Konvoluce funkci f, g € L'(R) je funkce h = f * g definovana predpisem

/ (gt —7)dr

Lze ukazat, Ze pro f,g,h € L'(R) je
o fxgec LY (R);
° frg=gx*f
o (fxg)xh=fx(gxh)
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Konvoluce

P¥iklad
Jestlize
f(t) = x21,(0),
pak
0, t € (—o0,—2]U(2,00),
(fx)t)=qt+2,  te(-20],
2 —t, t € (0,2].
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Konvoluce

V&ta (o obrazu konvoluce)
Jestlize f, g € L'(R), potom
F(f*9) ()] (w) = F [f([)] (w) F [g()] (w) -
Dikaz: Viz ptednaska. |
o Neexistuje 6 € LY(R) tak, e § * f = f pro kazdé f € L'(R).

P¥iklad
At
f(t) = x4,

Potom Fourierova transformace f x f je

F(f* )] (w) = {;15132“, : i 8

Martin Bohata Komplexni analyza Fourierova transformace 10 /20



Pohadka o Diracovi Il

At a € R a §,(t) je Diracova funkce.

@ P¥ipomerime, Ze pro kaZzdou vhodnou funkci f : R — C jsme poloZili

[ rwsari=tim [ e
R n—oo R
kde ¢ (t) = nx[a7a+%1(t).
e Pro kazdé f € L'(R) je
o (6o x f)(t) = f(t —a)
o F[dy) (w) = e,
o Specidln& §* f = f a d(w) = 1.
@ Rozsitenim Fourierovy transformace na objekty typu Diracovy funkce
mame napftiklad
o F [e"] (w) = 27, (w),
o 7 [sint] (w) = T(61 —0-1),...
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Véta o inverzi

V&ta (o inverzni Fourierové transformaci)
Necht f € L*(R).
Q Jeli f spojitd a f € L'(R), pak pro kaZzdét € R je

1) =77 [fw)] @)
@ Jestlize f a f' jsou po Edstech spojité (na R), pak pro kaZdét € R je

W = plm &7 [f W)X rm W) ().

Diikaz: Vynechdvame. |

Martin Bohata Komplexni analyza Fourierova transformace 12 /20



Véta o inverzi

Disledek

JestliZe dvé& spojité funkce z L' (R) maji stejnou Fourierovu transformaci,

potom se rovnaji.

Dikaz: Viz prednaska.
P¥iklad
At

flw) = {2

Potom

w € R\ {0},
w =0. '
17 te (_171)a
=143, te{-1,1},
0, teR\[-1,1].
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Aplikace

Pyiklad
Je dana diferencialni rovnice
2

y'(t) —y(t) ="

Vyuzitim Fourierovy transformace dostaneme ¥eseni:
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Souvislost s Fourierovou ¥adou

Necht a € R, f : R — C je periodicka funkce s periodou 7" > 0 a
faa+m € L (la,a + T)). Polozme

) f@), tela,a+T),
frt) = {o, t ¢ a,a+T).

Pak Fourierovy koeficienty ¢, funkce f[[; 441) jsou

1 [ofT 2 1 2
Cn = T/a f(e M dt = ZF [fr(0) (;”) .

Martin Bohata Komplexni analyza Fourierova transformace 15 /20



Souvislost s Fourierovou ¥adou

P¥iklad

J1, tel-1,1],
f(t)_{o, teR\[-1,1].

Jiz vime, Ze

4sin2w w 7& 0,

w2

F(f = ))(@)] (W)={4 w = 0.

Fourierova ¥ada zuZeni funkce f * f na interval [—2,2] proto je

1+ Z 4Si;-12 (%) ei%t‘
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Souvislost s Laplaceovou transformaci

At f € Lo takova, Ze F(s) = Z[f] (s) je definovdna pro s € C spliujici
Res = 0. Potom f € L'(R) (pro t < 0 chapeme f dodefinované 0) a

~

f(w) = F(iw).
P¥iklad
At
et t >0,
t) = -
) {0, t <O.
Potom
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Fourierova transformace na L*(R)

e Jeli f € L3(R), pak nutn& neplati, e f € L'(R).

e Je-li f € L?(R), pak jeji Fourierovou transformaci rozumime funkci

fw) = tim F[fOxnp®)] @)

R—+o00

e Fourierova transformace je bijekce L2(R) na L?(R).

e Jsou-li f,g € L?(R), pak plati tzv. Parsevalova rovnost

| rwa@a= 5 [ fit

Odtud dostavame tzv. Plancherelovu rovnost

| =g [ f
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Fourierova transformace na L*(R)

Pro f € L*(R) definujme

—+o0
1£lly = \// £ dt.

Veéta (relace neurtitosti)

Jestlize f : R — C je funkce t¥idy C' a f(t), f'(t), tf(t) lexi
v LY(R) N L?(R), potom

IO < s Jod)]

Dikaz: Vynechdvame. |
o Véta Fika, Ze funkce f a f nemohou byt soucasné lokalizovany
v néjaké dostate¢né malé oblasti redlné osy.
@ Rovnost nastavd pravé tehdy, kdyz f(t) = Ke—<t* pro n&jaké
konstanty K € C a ¢ > 0.
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Fourierova transformace na L*(R)

Véta (Shannonova vzorkovaci véta)

At f € L2(R) N C(R) a existuje Q > 0 tak, Ze

{w c R ‘ F(w) # o} C [0, 9.

Jestlize T =5 a >+ | f(nT)| < 400, potom

+00
FO) = Y F(nT)sine (t - nT)),

n=—oo

kde

1, T =

sinc (Q(t —nT)) = {Slgx’ z#0;

Dikaz: Vynechdvame.
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