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Znadeni a opakovani

e N eN.

e Komponenty prvkii z CV budeme indexovat od 0. Tedy

N-—1
y = (yk)k:() - (y07y17 v 7yN—1) .

@ P¥i maticovych zapisech budeme psat komponenty vektoru y do

sloupce.

@ Na CV mdme dan skaldrni soutin

a normu

@ Definujeme

Martin Bohata

N-1

<X7 y> = TrYk,

k=0
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Definice DFT

Definice (diskrétni Fourierova transformace)

Diskrétni Fourierovou transformaci (fadu N') nazveme zobrazeni
Fn : CN — CV definované predpisem

N-1

Falyl = (f} ylwfv”f)
=0

k=0

@ Pro oznateni hodnoty .Z%x v bod& y pouzivame krom& .Zyy] také
symboly Y a y.

@ k-tou komponentu vektoru .Zx[y] budeme znatit Zn[y|(k), Yk, Uk.
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Interpretace DFT z pohledu linedrni algebry

Lemma

At n € Z. Potom

. [N, jelin= NI pro n&akél € Z;
Z wN = ..
0, Jjinak.

Dikaz: Viz prednaska. |

@ Pro kazdé k=0,..., N — 1 ozname

1 -
€ = N (1,w§“v,w?vk,...,w§\],v 1)k>.

Pak (go,...,en_1) je ortogondlni baze prostoru C¥.

e .Znly] je vektor soufadnic vektoru y vzhledem k ortogonalni bazi
(Eo, e ,ENfl).
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Matice DFT a inverzni DFT

V&ta (maticovd reprezentace DFT)

Zobrazeni Zn : CN — CN je izomorfismus, jehoZ matice vzhledem ke
kanonické bazi je

1 1 1 1
1 wy w]2v w%_l
Qv =11 wjzv wj"v w%N_l)
LT T J
Diikaz: Viz pfednaska. |

Definice (inverzni diskrétni Fourierova transformace)

Inverzni zobrazenf{ ﬁjgl :CN = CN k Zy nazyvame inverzni diskrétni
Fourierova trasnformace (¥adu V).
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Matice DFT a inverzni DFT

Tvrzeni (o inverzi)

Q 7 ]Ql[y] = imy (zde vyuZivdme sloupcovy zapis vektori).
—1
@ 7' [yl(k) = & Ly mwh.

Diikaz: Viz prednaska. |

e Misto ff&l[y] také piseme y

P¥iklad

Q Jeliy=(1,i), pak y = (1 44,1 — ).

Q@ Je-lliy=(1,0,0,1), pak y = (2,1 —,0,1+74).
Q Jelid=(1,0,...,0) € CN pak 6 = (1,1,...,1).
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Konvoluce a DFT

Umluva

Dale nebudeme &init rozdilu mezi vektorem y € CV a periodickou funkci
f:7Z — C s periodou N takovou, Ze f(k) = yi pro kazdé
k=0,...,N—1.

e Diky ptedchozi dmluvé ma smysl| psat yi i pro k € Z\{0,...,N —1}.

P¥iklad
At y = (1,4i,—3 +4,0). Pak podle na$i dmluvy je naptiklad y_¢ = —3 + i
ayr = 0.
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konvoluce a DFT

Definice (konvoluce)

Konvoluce vektorti x,y € CV je vektor z = x x y € CV s komponentami

N-—1
Zn = g TpYn—k-
k=0

@ X*Yy =Yy %X,
o xx*x(yxz)=(xxy)*z.
Véta (obraz konvoluce)

Je-lix,y € CN, pak Fn[x xy|(k) = Fn[x|(k)FN[y]|(k) pro kazdé
k=0,...,N—1.

Dikaz: Viz prednaska. |
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Konvoluce a DFT

Ptiklad
Je-li x € CV, pak Fn[x* 0] = Fn[x].

Vé&ta (Parsevalova rovnost)

At x,y € CN. Potom
<X7Y> = N <}AC,)A’> .

Specidiné ||x||* = + 15|,

Dikaz: Viz prednaska.
P¥iklad

At x € CV m3 komponenty ,, = sin (252). Potom

1 N
2 5112
Il = %I = 5
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Aplikace — p¥iblizny vypocet Fourierovych koeficienti

Ptedpokladejme, Ze:
e T >0,
o f€C([0,T]) spltiuje f(0) = f(T),
o yn =1 (%)
@ N € N je sudé.

Pro kazdé n € Z spliiujici —% <n< % — 1 chceme pf¥iblizné spotist

T 2mint
/ ft)ye 1 dt
0

Cp =

el
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Aplikace — p¥iblizny vypocet Fourierovych koeficienti

N - , - N-1 .
VyuZzijeme-li lichob&nikovou metodu (s délenim (5:k),_ intervalu
[0,T7]) pro pfiblizny vypolet integrdlu, dostaneme

Cn = ——Yn,

N
kde =& <n < & —1 (vyuzivdme zde na¥f imluvu, %e §_1 = jn_1,...).
Véta

At f € C([0,T)) spliiuje f(0) = f(T), N € N a Fourierova Fada funkce f
je absolutné konvergentni. Potom

oo
Je=N > crun

l=—00

Dikaz: Viz prednaska. |
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Aplikace — priblizny vypocet sou¢tu Fourierovy fady

Je ddna Fourierova fada

2milt
cge T .

l=—00

o Jeji soulet aproximujeme n-tym &asteénym souétem

" 2milt
sn(t) = Z cre T .

l=—n

o At N € N je takové, e N > 2n + 1. Chceme spodist hodnoty
trigonometrického polynomu s, v bodech %k pro kazdé
ke{0,...,N —1}.

Martin Bohata Komplexni analyza DFT

12/20



Aplikace — priblizny vypocet sou¢tu Fourierovy fady

Plati T
Sn <Nk> = dy,
kde
C_j, 7=0,...,n;
drp =<0, j=n+1,....N—n—1;

en_j,  j=N-mn,...,N—1
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Aplikace — p¥iblizny vypoclet Fourierovy transformace

At f € LYR)NC(R), N € N. Pro dostatetn& velké n € N je

~ nm .
flw) = f(He ™" dt,
—nm
¥ ¥ , nN
UvaZme déleni (%k)k:_nN
metody dostaneme

iTwn —iTwn nN—1 )
Flw)y~ = !f(—mr)e n f(nm)e " Z f (7;\?) e—“]{,“k] .

intervalu [—nm, n7]. Pomoci lichob&znikové

2 2
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Aplikace — p¥iblizny vypoclet Fourierovy transformace

) T
f(n) Nﬁyh

Odtud

kde y € C?"V je vektor s komponentami
f(ZE), k=0,...,nN —1,
Uk = f(—nﬂ);rf(mr)’ k = nN,
f(%w) k=nN+1,...,20N — 1.

@ ), zde chdpeme jako 2nN-periodickou funkci promé&nné | € Z (viz

NN

nade dFiv&jsi imluva).

@ V rozumnou aproximaci mizeme doufat jen pro |I| < nN, nebot g je

2nN-periodickd funkce, ale f(w) — 0 pro w — +00.
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Rychla Fourierova transformace

@ PYi pfimém vypoctu diskrétni Fourierovy transformace potfebujeme
spodist
o (N —1)2 (komplexnich) nadsobeni (vypotet hodnot wk do pottu
nasobeni nezapotitavame);
o N(N — 1) (komplexnich) s&itani.
@ Rychlad Fourierova transformace je metoda pro efektivni po&itani
diskrétni Fourierovy transformace.

@ Ptesnéji se pod rychlou Fourierovou transformaci rozumi celd t¥ida
algoritmi k rychlému vypoctu diskrétni Fourierovy transformace. My
si vSak nadrtneme ideu jen jedné z metod, a proto pouZijeme trochu
nepfesné nazev rychld Fourierova transformace k oznaleni pravé této
metody.
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Rychla Fourierova transformace

Zakladni my3lenku si ukdZeme v p¥ipadé N = 23. Je-liy € CV, pak

7 3 3
N —nk —nk - —nk
Yn = Z YWy "= Z Y2rWy 4 Wg " Z Y2k+1Wy "
k=0 k=0 k=0
1 1
_ —nk -n —nk
= YarWy " + Wy Yo (2k+1)Wo
k=0 k=0

1 1
—n —nk —n —nk
+ wg [Z Yak+1Wo " + Wy Z Y2(2k+1)+1W2 ]
k=0 k=0

Martin Bohata Komplexni analyza DFT

17 /20



Rychla Fourierova transformace

Po lpravach dostaneme

= [(yo +va) + (y2 +y6)] + [(y1 + y5) + (y3 + y7)],

= [(yo — ya) + wi (2 — y6)] +wg {1 — ys) + wi ' (ys — yo)],
= (%o +y4) — (2 + v6)] + wg *[(y1 + us5) — (y3 + v7)],

= [(yo — ya) —wy " (v2 — y6)] +ws (1 — ys) — wy ' (y3 — v7)],
= [(yo +ya) + (v2 +v6)] — [(v1 +y5) + (y3 + y7)],

= [(yo — ya) +wy (2 — y6)] —wg [(y1 — ys) + wy ' (g3 — v7)],
= [(yo + va) — (w2 + v6)] — wg (w1 + ys) — (y3 + y7)],

= [(yo — ya) — i (y2 — y6)] — w5 *l(y1 — ys) — wy " (ys — 7)),
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Rychla Fourierova transformace

@ Pro N = 23 tedy musime v rychlé Fourierové transformaci spotist
e 5 nasobeni, zatimco p¥imy vypocet Diskrétni Fourierovy transformace

z definice vyZaduje 49 nasobeni;
e 24 stitani, zatimco p¥imy vypocet Diskrétni Fourierovy transformace

z definice vyZzaduje 56 stitani/od&itani.

@ Uvedenou rychlou Fourierovu transformaci snadno zobecnime pro
N = 2™ kde m € N. Lze ukazat, Ze v tomto pFipadé potfebujeme
spodist

o 1N|(logy N) — 2] + 1 nasoben;
e Nlog, N stitdni/od&itani.

@ Pomoci rychlé Fourierovy transformace miiZzeme snadno poditat i

inverzni diskrétni Fourierovu transformaci, protoze

1,
Yk = N?/—k-
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Rychla Fourierova transformace

Konvoluci z = x xy € CV, kde N = 2™, Ize potitat nasledovn&:
@ Pomoci rychlé Fourierovy transformace spoéteme X a y.
@ Vypolteme Z; = Ty pro kazdé k=10,..., N — 1.

@ Pomoci rychlé Fourierovy transformace spotteme z = 9&1[2]

Jak efektivni je uvedeny vypolet konvoluce oproti tomu z definice? Snadno
nalezneme, Ze v uvedeném vypoltu potfebujeme provést

° %[3(10g2 N) — 4] + 3 nasobeni (oproti N? nisobenim p¥i vypottu
primo z definice);

@ 3N logy N stitani/odiitani (oproti N (NN — 1) s&itani p¥i vypoltu
primo z definice).
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