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Značeńı a opakováńı

N ∈ N.
Komponenty prvk̊u z CN budeme indexovat od 0. Tedy

y = (yk)
N−1
k=0 = (y0, y1, . . . , yN−1) .

Při maticových zápisech budeme psát komponenty vektoru y do
sloupce.

Na CN máme dán skalárńı součin

⟨x,y⟩ =
N−1∑
k=0

xkyk,

a normu
∥x∥ =

√
⟨x,x⟩.

Definujeme

wN := e
2πi
N .
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Definice DFT

Definice (diskrétńı Fourierova transformace)

Diskrétńı Fourierovou transformaćı (̌rádu N) nazveme zobrazeńı
FN : CN → CN definované p̌redpisem

FN [y] =

(
N−1∑
l=0

ylw
−lk
N

)N−1

k=0

Pro označeńı hodnoty FN v bodě y použ́ıváme kromě FN [y] také
symboly Y a ŷ.

k-tou komponentu vektoru FN [y] budeme značit FN [y](k), Yk, ŷk.
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Interpretace DFT z pohledu lineárńı algebry

Lemma

At’ n ∈ Z. Potom

N−1∑
k=0

wnk
N =

{
N, je-li n = Nl pro nějaké l ∈ Z;
0, jinak.

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■

Pro každé k = 0, . . . , N − 1 označme

εk =
1

N

(
1, wk

N , w2k
N , . . . , w

(N−1)k
N

)
.

Pak (ε0, . . . , εN−1) je ortogonálńı báze prostoru CN .

FN [y] je vektor soǔradnic vektoru y vzhledem k ortogonálńı bázi
(ε0, . . . , εN−1).

Martin Bohata Komplexńı analýza DFT 4 / 20



Matice DFT a inverzńı DFT

Věta (maticová reprezentace DFT)

Zobrazeńı FN : CN → CN je izomorfismus, jehož matice vzhledem ke
kanonické bázi je

ΩN =



1 1 1 · · · 1

1 wN w2
N · · · wN−1

N

1 w2
N w4

N · · · w
2(N−1)
N

...
...

...
. . .

...

1 wN−1
N w

(N−1)2
N · · · w

(N−1)2

N


.

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■

Definice (inverzńı diskrétńı Fourierova transformace)

Inverzńı zobrazeńı F−1
N : CN → CN k FN nazýváme inverzńı diskrétńı

Fourierova trasnformace (̌rádu N).
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Matice DFT a inverzńı DFT

Tvrzeńı (o inverzi)

1 F−1
N [y] = 1

NΩNy (zde využ́ıváme sloupcový zápis vektor̊u).

2 F−1
N [y](k) = 1

N

∑N−1
l=0 ylw

kl
N .

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■

Mı́sto F−1
N [y] také ṕı̌seme y̌

Př́ıklad

1 Je-li y = (1, i), pak ŷ = (1 + i, 1− i).

2 Je-li y = (1, 0, 0, 1), pak y̌ = 1
4(2, 1− i, 0, 1 + i).

3 Je-li δ = (1, 0, . . . , 0) ∈ CN , pak δ̂ = (1, 1, . . . , 1).
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Konvoluce a DFT

Úmluva

Dále nebudeme činit rozd́ılu mezi vektorem y ∈ CN a periodickou funkćı
f : Z → C s periodou N takovou, že f(k) = yk pro každé
k = 0, . . . , N − 1.

D́ıky p̌redchoźı úmluvě má smysl psát yk i pro k ∈ Z \ {0, . . . , N − 1}.

Př́ıklad

At’ y = (1, i,−3 + i, 0). Pak podle naš́ı úmluvy je nap̌ŕıklad y−6 = −3 + i
a y7 = 0.

Martin Bohata Komplexńı analýza DFT 7 / 20



konvoluce a DFT

Definice (konvoluce)

Konvoluce vektor̊u x,y ∈ CN je vektor z = x ∗ y ∈ CN s komponentami

zn =

N−1∑
k=0

xkyn−k.

x ∗ y = y ∗ x;
x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z.

Věta (obraz konvoluce)

Je-li x,y ∈ CN , pak FN [x ∗ y](k) = FN [x](k)FN [y](k) pro každé
k = 0, . . . , N − 1.

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■
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Konvoluce a DFT

Př́ıklad

Je-li x ∈ CN , pak FN [x ∗ δ] = FN [x].

Věta (Parsevalova rovnost)

At’ x,y ∈ CN . Potom

⟨x,y⟩ = 1

N
⟨x̂, ŷ⟩ .

Speciálně ∥x∥2 = 1
N ∥x̂∥2.

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■

Př́ıklad

At’ x ∈ CN má komponenty xn = sin
(
2πn
N

)
. Potom

∥x∥2 = 1

N
∥x̂∥2 = N

2
.
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Aplikace – p̌ribližný výpočet Fourierových koeficient̊u

Předpokládejme, že:

T > 0,

f ∈ C([0, T ]) splňuje f(0) = f(T ),

yn = f
(
nT
N

)
,

N ∈ N je sudé.

Pro každé n ∈ Z splňuj́ıćı −N
2 ≤ n ≤ N

2 − 1 chceme p̌ribližně spoč́ıst

cn =
1

T

∫ T

0
f(t)e−

2πint
T dt.
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Aplikace – p̌ribližný výpočet Fourierových koeficient̊u

Využijeme-li lichoběžńıkovou metodu (s děleńım
(
T
N k
)N−1

k=0
intervalu

[0, T ]) pro p̌ribližný výpočet integrálu, dostaneme

cn ≈ 1

N
ŷn,

kde −N
2 ≤ n ≤ N

2 − 1 (využ́ıváme zde naš́ı úmluvu, že ŷ−1 = ŷN−1,. . . ).

Věta

At’ f ∈ C([0, T ]) splňuje f(0) = f(T ), N ∈ N a Fourierova řada funkce f
je absolutně konvergentńı. Potom

ŷk = N

∞∑
l=−∞

ck+lN

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■
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Aplikace – p̌ribližný výpočet součtu Fourierovy řady

Je dána Fourierova řada
∞∑

l=−∞
cke

2πilt
T .

Jej́ı součet aproximujeme n-tým částečným součtem

sn(t) =

n∑
l=−n

cke
2πilt
T .

At’ N ∈ N je takové, že N ≥ 2n+ 1. Chceme spoč́ıst hodnoty
trigonometrického polynomu sn v bodech T

N k pro každé
k ∈ {0, . . . , N − 1}.
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Aplikace – p̌ribližný výpočet součtu Fourierovy řady

Plat́ı

sn

(
T

N
k

)
= d̂k,

kde

dk =


c−j , j = 0, . . . , n;

0, j = n+ 1, . . . , N − n− 1;

cN−j , j = N − n, . . . , N − 1.

Martin Bohata Komplexńı analýza DFT 13 / 20



Aplikace – p̌ribližný výpočet Fourierovy transformace

At’ f ∈ L1(R) ∩ C(R), N ∈ N. Pro dostatečně velké n ∈ N je

f̂(ω) ≈
∫ nπ

−nπ
f(t)e−iωt dt,

Uvažme děleńı
(
π
N k
)nN
k=−nN

intervalu [−nπ, nπ]. Pomoćı lichoběžńıkové
metody dostaneme

f̂(ω) ≈ π

N

[
f(−nπ)eiπωn

2
+

f(nπ)e−iπωn

2
+

nN−1∑
k=−nN+1

f

(
πk

N

)
e−

iπω
N

k

]
.

Pro l ∈ Z máme

f̂

(
l

n

)
≈ π

N

[
f(−nπ) + f(nπ)

2
w−nNl
2nN +

nN−1∑
k=−nN+1

f

(
πk

N

)
w−kl
2nN

]
.
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Aplikace – p̌ribližný výpočet Fourierovy transformace

Odtud

f̂

(
l

n

)
≈ π

N
ŷl,

kde y ∈ C2nN je vektor s komponentami

yk =


f
(
πk
N

)
, k = 0, . . . , nN − 1,

f(−nπ)+f(nπ)
2 , k = nN,

f
(
π(k−2nN)

N

)
, k = nN + 1, . . . , 2nN − 1.

ŷl zde chápeme jako 2nN -periodickou funkci proměnné l ∈ Z (viz
naše ďŕıvěǰśı úmluva).

V rozumnou aproximaci můžeme doufat jen pro |l| ≤ nN , nebot’ ŷl je
2nN -periodická funkce, ale f̂(ω) → 0 pro ω → ±∞.
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Rychlá Fourierova transformace

Při p̌ŕımém výpočtu diskrétńı Fourierovy transformace poťrebujeme
spoč́ıst

(N − 1)2 (komplexńıch) násobeńı (výpočet hodnot wk
N do počtu

násobeńı nezapoč́ıtáváme);
N(N − 1) (komplexńıch) sč́ıtáńı.

Rychlá Fourierova transformace je metoda pro efektivńı poč́ıtáńı
diskrétńı Fourierovy transformace.

Přesněji se pod rychlou Fourierovou transformaćı rozuḿı celá ťŕıda
algoritmů k rychlému výpočtu diskrétńı Fourierovy transformace. My
si však načrtneme ideu jen jedné z metod, a proto použijeme trochu
nep̌resně název rychlá Fourierova transformace k označeńı právě této
metody.
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Rychlá Fourierova transformace

Základńı myšlenku si ukážeme v p̌ŕıpadě N = 23. Je-li y ∈ CN , pak

ŷn =

7∑
k=0

ykw
−nk
8 =

3∑
k=0

y2kw
−nk
4 + w−n

8

3∑
k=0

y2k+1w
−nk
4

=

[
1∑

k=0

y4kw
−nk
2 + w−n

4

1∑
k=0

y2(2k+1)w
−nk
2

]

+ w−n
8

[
1∑

k=0

y4k+1w
−nk
2 + w−n

4

1∑
k=0

y2(2k+1)+1w
−nk
2

]
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Rychlá Fourierova transformace

Po úpravách dostaneme

ŷ0 = [(y0 + y4) + (y2 + y6)] + [(y1 + y5) + (y3 + y7)],

ŷ1 =
[
(y0 − y4) + w−1

4 (y2 − y6)
]
+ w−1

8 [(y1 − y5) + w−1
4 (y3 − y7)],

ŷ2 = [(y0 + y4)− (y2 + y6)] + w−2
8 [(y1 + y5)− (y3 + y7)],

ŷ3 =
[
(y0 − y4)− w−1

4 (y2 − y6)
]
+ w−3

8 [(y1 − y5)− w−1
4 (y3 − y7)],

ŷ4 = [(y0 + y4) + (y2 + y6)]− [(y1 + y5) + (y3 + y7)],

ŷ5 =
[
(y0 − y4) + w−1

4 (y2 − y6)
]
− w−1

8 [(y1 − y5) + w−1
4 (y3 − y7)],

ŷ6 = [(y0 + y4)− (y2 + y6)]− w−2
8 [(y1 + y5)− (y3 + y7)],

ŷ7 =
[
(y0 − y4)− w−1

4 (y2 − y6)
]
− w−3

8 [(y1 − y5)− w−1
4 (y3 − y7)],
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Rychlá Fourierova transformace

Pro N = 23 tedy muśıme v rychlé Fourierově transformaci spoč́ıst

5 násobeńı, zat́ımco p̌ŕımý výpočet Diskrétńı Fourierovy transformace
z definice vyžaduje 49 násobeńı;
24 sč́ıtáńı, zat́ımco p̌ŕımý výpočet Diskrétńı Fourierovy transformace
z definice vyžaduje 56 sč́ıtáńı/odč́ıtáńı.

Uvedenou rychlou Fourierovu transformaci snadno zobecńıme pro
N = 2m, kde m ∈ N. Lze ukázat, že v tomto p̌ŕıpadě poťrebujeme
spoč́ıst

1
2N [(log2 N)− 2] + 1 násobeńı;
N log2 N sč́ıtáńı/odč́ıtáńı.

Pomoćı rychlé Fourierovy transformace můžeme snadno poč́ıtat i
inverzńı diskrétńı Fourierovu transformaci, protože

y̌k =
1

N
ŷ−k.
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Rychlá Fourierova transformace

Konvoluci z = x ∗ y ∈ CN , kde N = 2m, lze poč́ıtat následovně:

1 Pomoćı rychlé Fourierovy transformace spočteme x̂ a ŷ.

2 Vypočteme ẑk = x̂kŷk pro každé k = 0, . . . , N − 1.

3 Pomoćı rychlé Fourierovy transformace spočteme z = F−1
N [ẑ].

Jak efektivńı je uvedený výpočet konvoluce oproti tomu z definice? Snadno
nalezneme, že v uvedeném výpočtu poťrebujeme provést

N
2 [3(log2N)− 4] + 3 násobeńı (oproti N2 násobeńım p̌ri výpočtu
p̌ŕımo z definice);

3N log2N sč́ıtáńı/odč́ıtáńı (oproti N(N − 1) sč́ıtáńı p̌ri výpočtu
p̌ŕımo z definice).
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