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Polynom

Definice (polynom)

Polynom je komplexni funkce dana predpisem
P(2) = apn2" 4 apn_12""1 4+ - + ag,
kde n € Ny a ag,...,a, € C. Cisla ao, - - -, ay Nazyvame koeficienty

polynomu P. Stupefi nenulového polynomu P je nejvétsi Cislo k = 0,...,n
spliiujici ar, # 0 a zna&i se symbolem st (P).

v

@ Stupeii nulového polynomu nedefinujeme. Mluvime-li tedy o polynomu
P stupné& st (P), pak tim implicitn& ¥ikdme, Ze P je nenulovy.

@ Polynom je celistva funkce.

@ Specialnim p¥ipadem polynomu je afinni funkce f(z) = az + b, kde

a,b € C. Je-li a # 0, pak se jedna o sloZeni rotace, stejnolehlosti a
posunuti.

Martin Bohata Komplexni analyza a transformace Elementarni funkce 2/25



Racionalni funkce

Definice (raciondlni funkce)

Racionalni funkce je komplexni funkce dana predpisem

kde P je polynom a @ je nenulovy polynom.

e Defini¢ni obor D = {z € C|Q(z) # 0} racionalni funkce R(z) 6
je otevfend mnoZzina.

@ Raciondlni funkce je holomorfni na svém defini¢nim oboru.
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Linedrni lomené zobrazeni

@ At a,b,c,d € C spliiuji ad — bc # 0. Mame-li raciondIni funkci
R(z) = 2+ pak lim R(z) =% a lim R(z)=
2Z—00 sy d

cz+d’

Definice (linedrni lomené zobrazenf)

Linedrni lomené zobrazeni (p¥ipadn& Mabiova transformace) je zobrazeni
f: Coo — Cy takové, Ze existuji a, b, c,d € C spliiujici ad — bc # 0 a
soucasné

‘c’jig, jelizeC\ {4
f(z) = g, je-li z = o0y
00, je-li z=—2,

Umluva

Pro jednoduchost budeme mluvit o linedrnim lomeném zobrazeni
flz) = 28
cz+d”
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Linedrni lomené zobrazeni

Tvrzeni (vlastnosti linedrniho lomeného zobrazenf)

@ SloZeni dvou linedrnich lomenych zobrazen{ je linedrni lomené
zobrazeni.

Q At pro kazdé o € C a 8 € C\ {0} jsou F,, Gg a H linedrni lomend
zobrazeni dand predpisy Fo(z) = z + o, Gg(z) = Bz a H(z) = L.
Je-li f(z) = Zjifl linedrni lomené zobrazeni, pak je sloZenim kone¢né

mnoha zobrazeni typu Fi,, Gg a H.

© Linearni lomené zobrazeni je bijekce a jeho inverze je opét linedrni
lomené zobrazeni.

Dikaz: Viz prednaska. |
o F,lc je posunuti.
@ Gglc je sloZzeni ototeni a stejnolehlosti.

® Hlc\ (o} je sloZeni kruhové inverze (tj. zobrazeni z € C\ {0} — 1)
viéi jednotkové kruZnici a osové soumérnosti kolem realné osy.
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Linedrni lomené zobrazeni

Priklad

Inverze linedrniho lomeného zobrazeni f(z) = Z5 je linedrni lomené
Cp—1(,\ — 2wti

zobrazeni f ('U)) = Tu+l:

@ MnoZina L C C je pfimka, jestliZe existuji €isla «, 8, € R takova, Ze

alesponi jedno z &isel a, B je nenulové a

L={z=zx+iyeClax+ fy+~y=0}.

@ MnoZina K C C je kruZnice, jestliZe existuji ¢isla o, € Ra R >0

tak, Ze

K= {z:x+iy€C|(x—a)2+(y—B)2:RQ}
—{z=z+iyeC||z—(a+iB)| = R}.
Martin Bohata
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Linedrni lomené zobrazeni
At pro kazdé A,C € R a B e C splitujici AC < |B|* je M(A,B,C) C C
mnoZzina vSech ¥eSeni rovnice
Azz+ Bz + Bz+C =0.
@ Je-lli A=0, pak z = x + iy € M(A, B,C) pravé tehdy, kdyz
2(ReB)z +2(Im B)y + C = 0.

o Jelli A#0, pak z = x + iy € M(A, B,C) pravé tehdy, kdyZ

+ReB2+ +Im32_|B|2—AC
A YTTa) T A

Tedy K C C je kruZnice nebo pfimka pravé tehdy, kdyz K = M (A, B,C)
pro n&jaké A,C € R a B € C spliiujici AC < |B|*.

Martin Bohata Komplexni analyza a transformace Elementarni funkce 7/25



Linedrni lomené zobrazeni

Stereografickad projekce dava korespondence:
© {00} sjednoceno s pfimkou v C < kruZnice na Riemannové& sfére
prochdzejici severnim pdlem.
@ kruznice v C < kruznice na Riemannové sféfe neprochdzejici
severnim pélem.
Definice (zobecn&nd kruZnice)
Rekneme, ¥e mnozina K C Co je zobecnénd kruznice, jestlize nastava
jedna z moZnosti:
@ K C C je kruznice;
@ K = LU{o0}, kde L C C je pfimka.

V&ta (linedrnim lomeném zobrazeni a zobecné&né kruznice)

Linedrni lomené zobrazeni zobrazuje zobecnéné kruZnice na zobecnéné
kruZnice.

Dikaz: Viz prednaska. |
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Linedrni lomené zobrazeni

Definice (inverzni body)

At o € Co a K je zobecn&na kruznice. Rekneme, %e 3 € Co je inverzni
bod k o vzhledem k zobecnéné kruZnici K, jestliZze nastane jeden z
pFipadi:
QO f=ack,
@ L =K\ {oo} je pfimka, a ¢ K a [3 je osové& soum&rny k o vzhledem
k ptimce L (tj. L je osa usecky s krajnimi body « a f3).
@ K kruZnice se sttedem S € C a polomérem R > 0, a ¢ K U {S, 00},
B—S = Aa—S) pro n&aké A > 0 a navic |3 — S||a — S| = R2.
Q@ K kruznice se sttedem S € C a {«a, 8} = {S, 0}.
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Linedrni lomené zobrazeni

@ Je-li B inverzni bod k « vzhledem k zobecnéné kruznici K, pak je
také « inverzni bod k 3 vzhledem ke K.

@ Pro danou zobecnénou kruznici K existuje ke kazdému bodu z C
pravé jeden inverzni bod vzhledem ke K.

Tvrzeni (inverzni bod vzhledem ke kruZnici)

Jestlize K je kruZnice se stfedem S a polomérem R > 0, pak

R2

a—S
Je inverzni bod k o € C\ (K U{S}) vzhledem ke K.

B=5+

Diikaz: Viz prednaska.
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Linedrni lomené zobrazeni

Véta (inverzni body a linedrni lomené zobrazeni)

Linearni lomené zobrazeni zachovava inverzni body vzhledem k
zobecn&nym kruznicim (tj. je-li B inverzni k a vzhledem k zobecnéné
kruznici K, pak f(f3) je inverzni bod k f(a) vzhledem k zobecnéné
kruznici f(K)).

Dikaz: Vynechdvame.
P¥iklad
Je ddno linedrni lomené zobrazeni

f(z):Z+1

zZ—1

Obraz kruznice K = {z € C||z| = 1} je osa UseZky seg (1;1), ke které

p¥iddme bod nekonetno, tj.

FIK)={oc} Uz €C|(1—i)z+ (1+1)z =0}.

v
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Linedrni lomené zobrazeni

Tvrzeni

At K je zobecné&nd kruznice a M, N C C jsou disjunktni oblasti takové, Ze
MUN =C\ K. Potom f(M)\ {oo} a f(N)\ {oo} jsou disjunktni
oblasti a [f(M)U f(N)] \ {oc} = C\ f(K).

Diikaz: Vynechdvame. |
P¥iklad
Je dano lineadrni lomené zobrazeni
z+1
f(z) = -
z—1

Obraz poloroviny M = {z € C|Imz < 0} je

1+ 1
< —>).

2 ‘ﬁ}
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Linedrni lomené zobrazeni — ukazka aplikace

o AtQ={zeC|3<|z[<1},C={2€C||z[=1}a
{(:{ZGCHz\:%}.

@ ReZeni rovnice A®(x,y) = 0 na (2, které spliiuje ®(z,y) =0na C a
®(x,y) =100 na K je

100 100
O(z,y) = _EIDM = —n—ln Va2 +y2.
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Linedrni lomené zobrazeni — ukazka aplikace

o At f(2) = {zEC’|z|<1a‘z—g}>5}
o Regeni rovnice A@(m y) = O na f(Q ) spliujici ®(z,y) = 0 na
F(C)=C a ®(z,y) = 100 na f(K ={2€Cl|z-%|=%}je
. 100 |22 -1 100 [ (22 — 1)2 + 492
Sr,y)=——In |22~ = T
(z9) n2 | z-2 ‘ In2 n\/ (x —2)% + y?
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Exponenciila

Definice (exponencidlni funkce)

Komplexni funkce

e” = e%eW = e®(cosy + isiny), z=x+iyeC,

se nazyvd exponencialni funkce (kratce exponenciéla).

Martin Bohata
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Exponenciila

Tvrzeni (vlastnosti exponencidlni funkce)
Pro vsechna z,w € C plati

o 6z—i—w = e%eW-

Q |ef| =¢e”, kde x = Rez;

Q e #0;

—z _ 1.

Qc —?,
Q & =¢
Q ¢e® = eV pravé tehdy, kdyZ w = z + 2kmi pro
Q (¢?) =e%.

n&jaké k € Z;

Diikaz: Viz prednaska.
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Goniometrické funkce

eiT _—iT

@ Proz € R mdme sinz = 37

Definice (funkce sinus a kosinus)

Ez'z_efiz
20 1

eiz+e—iz
2

@ Komplexni funkce sin z =

@ Komplexni funkce cos z

a COST =

e'L:l) _"_e—’KE

z € C, se nazyva sinus.

, z € C, se nazyva kosinus.

0
Re(sin(z)) Im(sin(z))
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Goniometrické funkce

Véta (vlastnosti funkci sinus a kosinus)
Q sinz = 0 pravé tehdy, kdy? z = km pro néjaké k € Z.
@ cosz =0 prdvé tehdy, kdyZ = = 5 + km pro néjaké k € Z.

@ (sinz) =cosz a (cosz) = —sinz pro kaZdé z € C.

Dikaz: Viz prednaska.

o Plati analogické identity jako v redlném p¥ipadé
(sin®z +cos? 2z =1,...).

@ Obdobné& jako v redlném p¥ipadé miZeme definovat funkce tangens a
kotangens:

tgz:smz, ZGC\{E—I—IWT‘]{EZ};
CoSs z 2
CoS 2
tgz = C\{kr|kecZ).
cotg z . z€ C\{km|keZ}
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Hyperbolické funkce

Definice (hyperbolicky sinus a kosinus)

@ Hyperbolicky sinus je funkce sinh z = 62_2672, z € C.

@ Hyperbolicky kosinus je funkce coshz = €=, 2 € C.

@ Pro vdechna z € C plati (sinh z)’ = cosh z a (cosh z)’ = sinh 2.

@ Plati vztahy mezi hyperbolickymi a goniometrickymi funkcemi (tzv.
Osbornova pravidla):

cos(iz) = coshz, pro kazdé z € C;

sin(iz) = isinh z, pro kazdé z € C.

Martin Bohata Komplexni analyza a transformace Elementarni funkce 19 /25



Logaritmus

Priklad

UvaZme rovnici e* = z, kde z € C\ {0} je libovolné pevné. MnoZina vech
jejich ¥eSeni je

Lnz ={In|z| +i(argz + 2k7) |k € Z} = In|2| + i Arg 2.

P¥ifazeni z — Ln z, z # 0, je tzv. mnohozna&na funkce nazyvand
logaritmus.
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Logaritmus

Vybereme-li pro kazdé z € C\ {0} jednu hodnotu z mnoZiny Ln z,
dostaneme komplexni funkci definovanou na C\ {0}.

Definice (hlavni hodnota logaritmu)

Komplexni funkce In z = In |z| + iarg z, z € C\ {0}, se nazyva hlavni
hodnota logaritmu.

ol
Imlin(z) |

2
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Logaritmus

Priklad
In(1) =0, In(—1) = 4m, In(i) = iF.

e Plati Ln(zw) = Lnz + Lnw, ale obecng je In(zw) # Inz + Inw.

Priklad

Pro z = w = ¢ii™ je In(zw) = —%T + 3’7” =Inz+hw.

o el"? = 2 pro kazdé z € C\ {0}. Ale obecné je z # In e

P¥iklad
In (627Ti) = 0 # 2mi.

@ Jelliz=x+iy, kdexz € Ray € (—m, 7|, pak Ine* = z.
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Logaritmus

Pfipomenme, Ze

arctg ¥ pro Rez > 0,
arg z = g—arctgg pro Imz > 0,
-5 = arctg§ pro Im z < 0.

Vé&ta (derivace hlavni hodnoty logaritmu)

Komplexni funkce In z je holomorfni na

N=C\{z€C|Rez<0,Imz=0}

a pro kazdé z € Q) plati (Inz)' = 1.

Dikaz: Viz prednaska. |
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Obecna mocnina

Definice (Obecnd mocnina)
At a € C.

MnoZina M, (z) = e?"* = {e |w € Ln z} se nazyva a-td mocnina
komplexniho &isla z € C \ {0}.

Komplexni funkce m,(2) = ™%, z € C\ {0}, se nazyva hlavni
hodnota a-té mocniny.

At n € Z. Potom M,,(2) = {2"}. Tedy m,(z) = 2". Pro n € Ny je
funkce z — 2" rozditeni m,(z) do C.

Obtas se pouZivd symbol 2z pro ozna&eni m,(z).

mi(z), je-li z # 0,
Oznatme /z = %( ) ! 7
0, je-liz=0.

\/z koinciduje na redlnych nezdpornych &islech s redlnou odmocninou.
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Obecna mocnina

Priklad
Q Ve2mi +£ ¢ Tedy obecn& m, (%) se nerovnd e
(2] M%(—l) ={—i,itav/-1=1.
0 VTIVT# VIO,

Q At a € C\ {0} ab,ceC. Pak az? + bz + ¢ = 0 pravé tehdy, kdy?
—btVb%2—4dac
2a ’

z =

V&ta (derivace hlavni hodnoty a-té mocniny)

At a € C. Komplexni funkce m,(z) je holomorfni na

N=C\{z€C|Rez<0,Imz=0}

a pro kazdé z € Q platim)(z) = amq_1(2)

Dikaz: Viz prednaska. |
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