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Polynom

Definice (polynom)

Polynom je komplexńı funkce daná p̌redpisem

P (z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a0,

kde n ∈ N0 a a0, . . . , an ∈ C. Č́ısla a0, . . . , an nazýváme koeficienty
polynomu P . Stupeň nenulového polynomu P je nejvěťśı č́ıslo k = 0, . . . , n
splňuj́ıćı ak 6= 0 a znač́ı se symbolem st (P ).

Stupeň nulového polynomu nedefinujeme. Mluv́ıme-li tedy o polynomu
P stupně st (P ), pak t́ım implicitně ř́ıkáme, že P je nenulový.

Polynom je celistvá funkce.

Speciálńım p̌ŕıpadem polynomu je afinńı funkce f(z) = az + b, kde
a, b ∈ C. Je-li a 6= 0, pak se jedná o složeńı rotace, stejnolehlosti a
posunut́ı.
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Racionálńı funkce

Definice (racionálńı funkce)

Racionálńı funkce je komplexńı funkce daná p̌redpisem

R(z) =
P (z)

Q(z)
,

kde P je polynom a Q je nenulový polynom.

Definičńı obor D = {z ∈ C |Q(z) 6= 0} racionálńı funkce R(z) = P (z)
Q(z)

je otev̌rená množina.

Racionálńı funkce je holomorfńı na svém definičńım oboru.
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Lineárńı lomené zobrazeńı

At’ a, b, c, d ∈ C splňuj́ı ad− bc 6= 0. Máme-li racionálńı funkci
R(z) = az+b

cz+d , pak lim
z→∞

R(z) = a
c a lim

z→− d
c

R(z) =∞.

Definice (lineárńı lomené zobrazeńı)

Lineárńı lomené zobrazeńı (p̌ŕıpadně Möbiova transformace) je zobrazeńı
f : C∞ → C∞ takové, že existuj́ı a, b, c, d ∈ C splňuj́ıćı ad− bc 6= 0 a
současně

f(z) =


az+b
cz+d , je-li z ∈ C \

{
−d
c

}
;

a
c , je-li z =∞;

∞, je-li z = −d
c .

Úmluva

Pro jednoduchost budeme mluvit o lineárńım lomeném zobrazeńı
f(z) = az+b

cz+d .
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Lineárńı lomené zobrazeńı

Tvrzeńı (vlastnosti lineárńıho lomeného zobrazeńı)

1 Složeńı dvou lineárńıch lomených zobrazeńı je lineárńı lomené
zobrazeńı.

2 At’ pro každé α ∈ C a β ∈ C \ {0} jsou Fα, Gβ a H lineárńı lomená
zobrazeńı daná p̌redpisy Fα(z) = z + α, Gβ(z) = βz a H(z) = 1

z .

Je-li f(z) = az+b
cz+d lineárńı lomené zobrazeńı, pak je složeńım konečně

mnoha zobrazeńı typu Fα, Gβ a H.

3 Lineárńı lomené zobrazeńı je bijekce a jeho inverze je opět lineárńı
lomené zobrazeńı.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Fα�C je posunut́ı.

Gβ�C je složeńı otočeńı a stejnolehlosti.

H�C\{0} je složeńı kruhové inverze (tj. zobrazeńı z ∈ C \ {0} 7→ 1
z )

v̊uči jednotkové kružnici a osové souměrnosti kolem reálné osy.
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Lineárńı lomené zobrazeńı

Př́ıklad

Inverze lineárńıho lomeného zobrazeńı f(z) = z−i
z+2 je lineárńı lomené

zobrazeńı f−1(w) = 2w+i
−w+1 .

Množina L ⊆ C je p̌ŕımka, jestliže existuj́ı č́ısla α, β, γ ∈ R taková, že
alespoň jedno z č́ısel α, β je nenulové a

L = {z = x+ iy ∈ C |αx+ βy + γ = 0} .

Množina K ⊆ C je kružnice, jestliže existuj́ı č́ısla α, β ∈ R a R > 0
tak, že

K =
{
z = x+ iy ∈ C

∣∣ (x− α)2 + (y − β)2 = R2
}

= {z = x+ iy ∈ C | |z − (α+ iβ)| = R} .
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Lineárńı lomené zobrazeńı

At’ pro každé A,C ∈ R a B ∈ C splňuj́ıćı AC < |B|2 je M(A,B,C) ⊆ C
množina všech řešeńı rovnice

Azz +Bz +Bz + C = 0.

Je-li A = 0, pak z = x+ iy ∈M(A,B,C) právě tehdy, když

2(ReB)x+ 2(ImB)y + C = 0.

Je-li A 6= 0, pak z = x+ iy ∈M(A,B,C) právě tehdy, když(
x+

ReB

A

)2

+

(
y +

ImB

A

)2

=
|B|2 −AC

A2
.

Tedy K ⊆ C je kružnice nebo p̌ŕımka právě tehdy, když K = M(A,B,C)
pro nějaké A,C ∈ R a B ∈ C splňuj́ıćı AC < |B|2.
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Lineárńı lomené zobrazeńı

Stereografická projekce dává korespondence:
1 {∞} sjednoceno s p̌ŕımkou v C ↔ kružnice na Riemannově sfé̌re

procházej́ıćı severńım pólem.
2 kružnice v C ↔ kružnice na Riemannově sfé̌re neprocházej́ıćı

severńım pólem.

Definice (zobecněná kružnice)

Řekneme, že množina K ⊆ C∞ je zobecněná kružnice, jestliže nastává
jedna z možnost́ı:

1 K ⊆ C je kružnice;

2 K = L ∪ {∞}, kde L ⊆ C je p̌ŕımka.

Věta (lineárńım lomeném zobrazeńı a zobecněné kružnice)

Lineárńı lomené zobrazeńı zobrazuje zobecněné kružnice na zobecněné
kružnice.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Lineárńı lomené zobrazeńı

Definice (inverzńı body)

At’ α ∈ C∞ a K je zobecněná kružnice. Řekneme, že β ∈ C∞ je inverzńı
bod k α vzhledem k zobecněné kružnici K, jestliže nastane jeden z
p̌ŕıpadů:

1 β = α ∈ K;

2 L = K \ {∞} je p̌ŕımka, α /∈ K a β je osově souměrný k α vzhledem
k p̌ŕımce L (tj. L je osa úsečky s krajńımi body α a β).

3 K kružnice se sťredem S ∈ C a poloměrem R > 0, α /∈ K ∪ {S,∞},
β − S = λ(α− S) pro nějaké λ > 0 a nav́ıc |β − S| |α− S| = R2.

4 K kružnice se sťredem S ∈ C a {α, β} = {S,∞}.
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Lineárńı lomené zobrazeńı

Je-li β inverzńı bod k α vzhledem k zobecněné kružnici K, pak je
také α inverzńı bod k β vzhledem ke K.

Pro danou zobecněnou kružnici K existuje ke každému bodu z C∞
právě jeden inverzńı bod vzhledem ke K.

Tvrzeńı (inverzńı bod vzhledem ke kružnici)

Jestliže K je kružnice se sťredem S a poloměrem R > 0, pak

β = S +
R2

α− S

je inverzńı bod k α ∈ C \ (K ∪ {S}) vzhledem ke K.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Lineárńı lomené zobrazeńı

Věta (inverzńı body a lineárńı lomené zobrazeńı)

Lineárńı lomené zobrazeńı zachovává inverzńı body vzhledem k
zobecněným kružnićım (tj. je-li β inverzńı k α vzhledem k zobecněné
kružnici K, pak f(β) je inverzńı bod k f(α) vzhledem k zobecněné
kružnici f(K)).

Důkaz: Vynecháváme. �

Př́ıklad

Je dáno lineárńı lomené zobrazeńı

f(z) =
z + 1

z − i
.

Obraz kružnice K = {z ∈ C | |z| = 1} je osa úsečky seg (1; i), ke které
p̌ridáme bod nekonečno, tj.

f(K) = {∞} ∪ {z ∈ C | (1− i)z + (1 + i)z = 0} .

Tvrzeńı

At’ K je zobecněná kružnice a M,N ⊆ C jsou disjunktńı oblasti takové, že
M ∪N = C \K. Potom f(M) \ {∞} a f(N) \ {∞} jsou disjunktńı
oblasti a [f(M) ∪ f(N)] \ {∞} = C \ f(K).

Důkaz: Vynecháváme. �
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Lineárńı lomené zobrazeńı

Tvrzeńı

At’ K je zobecněná kružnice a M,N ⊆ C jsou disjunktńı oblasti takové, že
M ∪N = C \K. Potom f(M) \ {∞} a f(N) \ {∞} jsou disjunktńı
oblasti a [f(M) ∪ f(N)] \ {∞} = C \ f(K).

Důkaz: Vynecháváme. �

Př́ıklad

Je dáno lineárńı lomené zobrazeńı

f(z) =
z + 1

z − i
.

Obraz poloroviny M = {z ∈ C | Im z ≤ 0} je

f(M) =

{
z ∈ C \ {1}

∣∣∣∣ ∣∣∣∣z − 1 + i

2

∣∣∣∣ ≤ 1√
2

}
.
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Lineárńı lomené zobrazeńı – ukázka aplikace

At’ Ω =
{
z ∈ C

∣∣ 1
2 < |z| < 1

}
, C = {z ∈ C | |z| = 1} a

K =
{
z ∈ C

∣∣ |z| = 1
2

}
.

Řešeńı rovnice ∆Φ(x, y) = 0 na Ω, které splňuje Φ(x, y) = 0 na C a
Φ(x, y) = 100 na K je

Φ(x, y) = −100

ln 2
ln |z| = −100

ln 2
ln
√
x2 + y2.
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Lineárńı lomené zobrazeńı – ukázka aplikace

At’ f(z) = 2z−1
z−2 . Pak f(Ω) =

{
z ∈ C

∣∣ |z| < 1 a
∣∣z − 2

5

∣∣ > 2
5

}
.

Řešeńı rovnice ∆Φ̃(x, y) = 0 na f(Ω) splňuj́ıćı Φ̃(x, y) = 0 na
f(C) = C a Φ̃(x, y) = 100 na f(K) =

{
z ∈ C

∣∣ ∣∣z − 2
5

∣∣ = 2
5

}
je

Φ̃(x, y) = −100

ln 2
ln

∣∣∣∣2z − 1

z − 2

∣∣∣∣ = −100

ln 2
ln

√
(2x− 1)2 + 4y2

(x− 2)2 + y2
.

-1.0 -0.5 0.5 1.0
x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

y
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Exponenciála

Definice (exponenciálńı funkce)

Komplexńı funkce

ez = exeiy = ex(cos y + i sin y), z = x+ iy ∈ C,

se nazývá exponenciálńı funkce (krátce exponenciála).
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Exponenciála

Tvrzeńı (vlastnosti exponenciálńı funkce)

Pro všechna z, w ∈ C plat́ı

1 ez+w = ezew;

2 |ez| = ex, kde x = Re z;

3 ez 6= 0;

4 e−z = 1
ez ;

5 ez = ez;

6 ez = ew právě tehdy, když w = z + 2kπi pro nějaké k ∈ Z;

7 (ez)′ = ez.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Goniometrické funkce

Pro x ∈ R máme sinx = eix−e−ix

2i a cosx = eix+e−ix

2 .

Definice (funkce sinus a kosinus)

1 Komplexńı funkce sin z = eiz−e−iz

2i , z ∈ C, se nazývá sinus.

2 Komplexńı funkce cos z = eiz+e−iz

2 , z ∈ C, se nazývá kosinus.
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Goniometrické funkce

Věta (vlastnosti funkćı sinus a kosinus)

1 sin z = 0 právě tehdy, když z = kπ pro nějaké k ∈ Z.

2 cos z = 0 právě tehdy, když z = π
2 + kπ pro nějaké k ∈ Z.

3 (sin z)′ = cos z a (cos z)′ = − sin z pro každé z ∈ C.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Plat́ı analogické identity jako v reálném p̌ŕıpadě
(sin2 z + cos2 z = 1,. . . ).

Obdobně jako v reálném p̌ŕıpadě můžeme definovat funkce tangens a
kotangens:

tg z =
sin z

cos z
, z ∈ C \

{π
2

+ kπ
∣∣∣ k ∈ Z

}
;

cotg z =
cos z

sin z
, z ∈ C \ {kπ | k ∈ Z} .
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Hyperbolické funkce

Definice (hyperbolický sinus a kosinus)

1 Hyperbolický sinus je funkce sinh z = ez−e−z

2 , z ∈ C.

2 Hyperbolický kosinus je funkce cosh z = ez+e−z

2 , z ∈ C.

Pro všechna z ∈ C plat́ı (sinh z)′ = cosh z a (cosh z)′ = sinh z.

Plat́ı vztahy mezi hyperbolickými a goniometrickými funkcemi (tzv.
Osbornova pravidla):

cos(iz) = cosh z, pro každé z ∈ C;

sin(iz) = i sinh z, pro každé z ∈ C.
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Logaritmus

Př́ıklad

Uvažme rovnici ew = z, kde z ∈ C \ {0} je libovolné pevné. Množina všech
jej́ıch řešeńı je

Ln z = {ln |z|+ i(arg z + 2kπ) | k ∈ Z} = ln |z|+ iArg z.

Přǐrazeńı z 7→ Ln z, z 6= 0, je tzv. mnohoznačná funkce nazývaná
logaritmus.
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Logaritmus

Vybereme-li pro každé z ∈ C \ {0} jednu hodnotu z množiny Ln z,
dostaneme komplexńı funkci definovanou na C \ {0}.

Definice (hlavńı hodnota logaritmu)

Komplexńı funkce ln z = ln |z|+ i arg z, z ∈ C \ {0}, se nazývá hlavńı
hodnota logaritmu.
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Logaritmus

Př́ıklad

ln(1) = 0, ln(−1) = iπ, ln(i) = iπ2 .

Plat́ı Ln(zw) = Ln z + Lnw, ale obecně je ln(zw) 6= ln z + lnw.

Př́ıklad

Pro z = w = ei
3
4
π je ln(zw) = − iπ

2 6=
3iπ
2 = ln z + lnw.

eln z = z pro každé z ∈ C \ {0}. Ale obecně je z 6= ln ez.

Př́ıklad

ln
(
e2πi

)
= 0 6= 2πi.

Je-li z = x+ iy, kde x ∈ R a y ∈ (−π, π], pak ln ez = z.
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Logaritmus

Připomeňme, že

arg z =


arctg y

x pro Re z > 0,
π
2 − arctg x

y pro Im z > 0,

−π
2 − arctg x

y pro Im z < 0.

Věta (derivace hlavńı hodnoty logaritmu)

Komplexńı funkce ln z je holomorfńı na

Ω = C \ {z ∈ C |Re z ≤ 0, Im z = 0}

a pro každé z ∈ Ω plat́ı (ln z)′ = 1
z .

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Obecná mocnina

Definice (Obecná mocnina)

At’ a ∈ C.

1 Množina Ma(z) = eaLn z = {eaw |w ∈ Ln z} se nazývá a-tá mocnina
komplexńıho č́ısla z ∈ C \ {0}.

2 Komplexńı funkce ma(z) = ea ln z, z ∈ C \ {0}, se nazývá hlavńı
hodnota a-té mocniny.

At’ n ∈ Z. Potom Mn(z) = {zn}. Tedy mn(z) = zn. Pro n ∈ N0 je
funkce z 7→ zn rozš́ı̌reńı mn(z) do C.

Občas se použ́ıvá symbol za pro označeńı ma(z).

Označme
√
z =

{
m 1

2
(z), je-li z 6= 0,

0, je-li z = 0.
√
z koinciduje na reálných nezáporných č́ıslech s reálnou odmocninou.
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Obecná mocnina

Př́ıklad

1

√
e2πi 6= eiπ. Tedy obecně ma (ez) se nerovná eaz.

2 M 1
2
(−1) = {−i, i} a

√
−1 = i.

3
√
−1
√
−1 6=

√
(−1)(−1).

4 At’ a ∈ C \ {0} a b, c ∈ C. Pak az2 + bz + c = 0 právě tehdy, když

z = −b±
√
b2−4ac
2a .

Věta (derivace hlavńı hodnoty a-té mocniny)

At’ a ∈ C. Komplexńı funkce ma(z) je holomorfńı na

Ω = C \ {z ∈ C |Re z ≤ 0, Im z = 0}

a pro každé z ∈ Ω plat́ı m′a(z) = ama−1(z)

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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