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Motivace

@ Z teorie mocninnych ¥ad v redlném oboru vime, Ze pro kazdé

x € (—1,1) je N
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_ —1)" 2n'
14 a2 712—:0( )le

o At f(z) = 1z a sulx) = Yoj_o (—1)" 2", Z obrazku vidime, Ze
mimo interval (—1,1) ¥ada nekonverguje. MiZe to souviset s tim, Ze
komplexni funkce H% neni definovdna v £i?

20

5 — o)

. — s1(x)
/ X — s3(x)

05 s3()
‘ 4 \ ‘ Sa(x)
) /1 1 2

— f(x)

Martin Bohata Komplexni analyza a transformace Mocninné ¥ady 2/23



Rady komplexnich &isel

—+o00 v s\ v , vz
® > "> an ...(nekonetnd) fada komplexnich &isel a,, € C.

o (X7 _oar)i2 ... posloupnost dstetnych souttd fady 300 ay.

o Cislo s € C se nazyvé soucet fady > "7 a,, komplexnich &isel, ma-li
jeji posloupnost &asteénych soutil kone€nou limitu s. Piseme
_ oo
5= _00n.
o Rikdme, Ze Yada komplexnich &isel konverguje, jestlize existuje jeji

7

soucet. V opaéném ptipadé ¥ikdme, Ze ¥ada diverguje.

Tvrzeni (nutnd podminka konvergence)

Jestlize 3"+ a,, konverguje, pak hrf an = 0.

Dikaz: Viz prednaska. |
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Rady komplexnich &isel

Definice (absolutni konvergence)

N, v v +o0 . Y - ™ 400
Rikdme, Ze fada )~ a, konverguje absolutng, jestlize >~ "2 |ay|

konverguje.

Tvrzeni (o vztahu konvergence a absolutni konvergence)

Jestlize Fada komplexnich Cisel konverguje absolutné, potom konverguje.

Diikaz: Viz prednaska. |

Tvrzeni (srovnavaci kritérium)

Necht 2% a,, je Fada komplexnich &isel. Jestlize Fada 3" +2% by,
nezapornych redlnych &isel konverguje a |a,| < b, pro kaZzdé n € Ny, pak
S+ a,, konverguje absolutné.

Diikaz: Viz prednaska. |
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Rady komplexnich &isel

Tvrzeni (podilové kritérium)

Necht Z:{i% an, je Fada nenulovych komplexnich Cisel a

an41
an

lim
n——+oo

=L € [0, 4o0].

Q Jestlize L < 1, pak Z:ﬁ% an konverguje absolutné.
@ Jestlize L > 1, pak 320 a,, diverguje.

Dikaz: Vynechavdme. (Dikaz stejny jako v redlném oboru.) |
Priklad
+oo " ; X
n—0 n1 konverguje absolutn&.
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Rady komplexnich &isel

Tvrzeni (odmocninové kritérium)

Necht 3" °% a,, je Fada komplexnich &isel a

lim {/|a,| =L € [0, +oc].

n——+oo

Q Jestlize L < 1, pak Z:{i% an, konverguje absolutné.
Q@ Jestlize L > 1, pak 320 a,, diverguje.

Dikaz: Vynechdvdme. (Dikaz stejny jako v redlném oboru.)

e P¥ipomeiime, ze lim {/n =1.
n—-+oo

Priklad

PO n(1+1)" diverguje.
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Rady komplexnich funkci

t (fn)nO% je posloupnost komplexnich funkci f, : D CC - Caw € D.
° Z 20 fn ... nekone¢nd fada komplexnich funkci f,.

o (> Ofk)no?J . posloupnost &aste¢nych souttis fady >0 fi,.

° +f° n konverguje (resp. absolutn& konverguje) v bodé w, jestlize
fada Z::O fn(w) komplexnich &isel konverguje (resp. absolutné
konverguje).

° +°° n diverguje v bod& w, jestlize ¥ada :i% n(w) komplexnich
(V:l'sel d|vergUJe.

o Konverguje-li (resp. konverguje-li absolutné) Ii% n vV kazdém bodé
mnoziny M C D, pak ¥ikdme, Ze En o fn konverguje (resp.
konverguje absolutn&) na M.

@ Funkce f: M C C — C se nazve soucet fady Zn 0 fn na M, jestlize

=l Z ile

pro kazdé z € M. Piseme f(z) = :Lri% n(2).
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Mocninné fady

Definice (mocninna ¥ada)

At zo € C a a, € C pro kazdé n € Ny. Mocninnd ¥ada se stfedem z a
koeficienty a,, je ¥ada komplexnich funkei f,,(z) = an(z — 20)™, tj. jednd se

o fadu tvaru
+oo
E an(z — 20)".
n=0

P¥iklad (Geometricka ¥ada)
Je ddna mocninn4 fada %0 2"
© Pro kazdé z € C spliiujici |z] > 1 uvedend ¥ada diverguje.

@ Pro kazdé z € C spliiujici |z] < 1 uvedend ¥ada konverguje absolutn&

a plati )
o
1
DT
= 1-=2
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Polomér konvergence

Tvrzeni (o konvergenci mocninné ¥ady)

Konverguje-li fada >20 an(z — 20)" v bod& w € C, pak absolutné
konverguje na mnoZiné {z € C||z — 2| < |w — 2o} }.

Diikaz: Viz prednaska.
Definice (polomé&r konvergence)
Polom&r konvergence mocninné Yady 3720 a,,(z — 20)" je &islo

+oo
Z lan| ™ konverguje} € [0, +o0].

n=0

R = sup {7‘ € [0, +o0)

MnoZina {z € C||z — 29| < R} se nazyva kruh konvergence mocninné

Yady S°20 an(z — z0)™.

@ Pro R € (0,+00) je kruh konvergence okoli U(zy; R).
e Kruh konvergence budeme znatit U(zg; R) i pro R = +00.
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Polomér konvergence

Véta (vyznam polomé&ru konvergence)

At'+mocninna’ fada z 0 an(z — 20)" ma polomér konvergence R. Potom
e.¢]
n=0 an(z - ZO)

@ konverguje absolutné pro kazdé = € C spliiujici |z — zo| < R;
@ diverguje pro kazdé = € C spliiujici |z — z9| > R.

Diikaz: Viz prednaska. |
P¥iklad

0 YN (z—1+2)"...R=0.

(2] ano(_ e R=1.

Q@ >IN Z .. R=+c.

Martin Bohata Komplexni analyza a transformace Mocninné ¥ady 10/23




Stejnomérna konvergence

Definice (stejnomérna konvergence Fady funkci)

At D C C a mnoZina M C D je neprdzdna. Rekneme, e ¥ada :i%

komplexnich funkci f, : D — C konverguje stejnomérné na M, jestlize

existuje f : M — C tak, Ze

ka

lim sup
n—-+o0o zeM

n

. - v +o00 - v v
Konverguje-li ¥ada ) '~ f,, stejnom&rn& na M, pak
@ konverguje na M;
@ konverguje stejnomé&rné na kazdé neprazdné mnoziné N C M,

© funkce f v definici stejnomérné konvergence je soulet fady Z
na M.
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Stejnomérna konvergence

Véta (Weierstrassovo kritérium)

At D C C, mnoZina M C D je neprazdna, (fn)zi% je posloupnost
komplexnich funkci f,, : D — C a pro kaZdé n € Nq existuje kladné redlné
&islo Ay, tak, Ze pro kaZdé z € M je |f,(2)| < A\n. Jestlize 3720\,
konverguje, potom Z;ﬁ% fn konverguje stejnomérné na M.

Diikaz: Viz prednaska. |
Véta (zdmé&na sumy a k¥ivkového integralu)

Jestlize Fada >0 f,, komplexnich funkci spojitych na kFivce C' C C
konverguje stejnomérné na C, pak jeji soucet je spojita funkce na C a plati

:i) |aea= [ gfn@ iz

Dikaz: Viz prednaska. |

v
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Stejnomérna konvergence

P¥iklad
+oo

Geometrickd Yada ) '~ 2" nekonverguje stejnomé&rn& na svém kruhu
konvergence U(0;1). Aviak konverguje stejnomérn& na U (0;r) pro kaZdé
re (0,1).

Véta (stejnomé&rnd konvergence mocninné ¥ady)

Ma-li mocninnd ¥ada 7% an(z — 20)" polomér konvergence R > 0, pak

konverguje stejnomérné na U (zg,r) pro kaZzdé r € (0, R).

v

Dikaz: Viz prednaska. |
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Operace s mocninnymi fadami

Tvrzeni (souéet mocninnych ¥ad)
At S0 an (2 — 20)™ md polomér konvergence Ry > 0, 3725 by, (2 — o)™

md polomér konvergence Ry > 0 a

= Zan(z —20)", z€U(z0;R1),

= an(z - ZO)na z € U(ZO; RQ)

Potom >~"°%(ay, + by) (2 — 20)™ md polomér konvergence nejméné
R =min{R;, Ry} a

—+00

f(z)+g(z) = Z(an +b,)(z—20)", z€U(z0;R).

n=0

v

Dikaz: Viz prednaska.

Martin Bohata
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Operace s mocninnymi fadami

Véta (derivovani &len po ¢lenu)

Jestlize mocninnd ¥ada >_'°% a,, (2 — 20)" md polomér konvergence R > 0

a f je jeji soucet na U(zp; R), potom

O > '™ nan(z — 20)""! md polomér konvergence R;

@ [ je holomorfni na U(z0; R) a f'(2) = 3.5
kazdé z € U(zo; R);

Q a, = % pro kaZdé n € Ny.

2 nan(z — 20)"! pro

Diikaz: Viz prednaska.
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Operace s mocninnymi fadami

Dasledek (princip neur&itych koeficient)

Jestlize S an(z — 20)™ @ Y229 bu(2 — 20)™ maji stejny soudet na
né&jakém okoli U(zy), pak a, = b, pro vsechna n € Ny.

Dikaz: Viz prednaska. |

@ Koeficienty mocninné ¥ady jsou uréeny jen chovanim jejiho souctu na
libovolné malém okoli bodu z.

P¥iklad
Je dédna rovnice f/(z) = 2zf(z) a potatetni podminka f(0) = 1. Jeji
Yegeni (na C) je f(2) = 1% ZfL—,n
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Operace s mocninnymi fadami

Véta (integrovani ¢len po &lenu)
Jestlize mocninnd Fada >0 a, (2 — 20)"
a f je jeji sou¢et na U(zp; R), potom

+00 a n+1 < X .
Ym0 ng (2 = 20) ma polomér konvergence R,

ma polomér konvergence R > 0

@ Souet F mocninné Fady 32 (2 — 20)"T! na U(zo; R) je

primitivni funkce k funkci f na U(zo; R), tj. F' = f na U(zo; R).

Diikaz: Viz prednaska.
Priklad
Q@ Rada >_%%(n +1)2" m4 soutet = )2 pro |z| < 1.

@ Rada Y > 2~ md soutet —In(1 — z) pro |2| < 1.
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Reprezentace holomorfni funkce mocninnou ¥adou

Definice (Taylorova ¥ada)

At funkce f m3 derivace v3ech ¥adl v bod& zy € C. Mocninna ¥ada

(n)( ;g . v
Sk ! !ZO (z — z0)™ se nazyva Taylorova fada funkce f o stfedu zp.

V&ta (existence Taylorova rozvoje)

Necht 29 € C a R > 0 je takové, Ze f(z) je holomorfni funkce na
U(zo0; R). Potom
00 £(n)
2) = Z ") n(' 0) (z — z0)"
n=0

pro viechna z € U(zp; R).

v

Dikaz: Viz prednaska. |
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Reprezentace holomorfni funkce mocninnou ¥adou

@ Taylorova ¥ada z pravé uvedené véty se také nékdy nazyva rozvoj

funkce f do mocninné ¥ady na U(zp; R).

@ Holomorfni funkce jsou lokalné ,,nekone&né polynomy*.

P¥iklad
Q F=)'%%, z€C.
Q sinz = Zﬁ)(—l)”%, z € C.
Q cosz = :{i‘é(—l)"%, z e C.
Q Inz=>'2% 7(711):_1 (z—1)"pro |z — 1| < 1.
o 1+122 =Y (=1)"22" pro |2] < 1.
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Operace s mocninnymi fadami — pokraovani

Tvrzeni (sou¢in mocninnych ¥ad)

At S0 a, (2 — 20)" md polomér konvergence Ry > 0, 3725 by, (2 — 2o)"

md polomé&r konvergence Ry >0, ¢, = Y p_ Gkbn—k @
+oo
f(z)= Zan(z —20)", z€ U(z; R1),
n=0

+o0o
g(z) = an(z —20)", z € U(z0; R2).
n=0

Potom Y729 ¢, (2 — 20)™ md polomér konvergence nejméné
R = min{Rl, RQ} a

+o0
f(2)g(z) = ch(z —20)", z€U(20;R).
n=0

v

Diikaz: Viz prednaska.

Martin Bohata
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KoFeny holomorfni funkce

@ P¥ipomeifime, Ze zy € C je ko¥en nasobnosti k£ € N nenulového
polynomu P pravé tehdy, kdyz existuje polynom @ tak, Ze

P(z) = (2 — 20)*Q(2) a Q(z0) # 0.
Definice (kofen ndsobnosti k)

At zp € C, f je holomorfni funkce na okoli U(z) a k € N. Rekneme, %e zo

je kofen ndsobnosti k funkce f, jestliZze existuje funkce g holomorfni na
U(zp) tak, ze

@ g(z0) #0;
Q f(2) = (2 —20)*g(2) pro kazdé = € U(z).

@ Je-li zp koFen nasobnosti k funkce f, potom existuje P(zg) tak, Ze
f(2) # 0 pro kazdé z € P(z).

@ Je-li zy koFen nasobnosti k funkce f a také kofen nasobnosti [ funkce
g, pak zo je kofen ndsobnosti k + [ funkce fg.
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KoFeny holomorfni funkce

Je-li f holomorfni na U(zp) a f(z0) = 0, pak nastdva pravé jedna
Z moZnosti:

@ 2 je kofen ndsobnosti k € N funkce f;
@ f(z) =0 na U(zp).

Tvrzeni (derivace a kofen nasobnosti k)

At zp € C, f je holomorfni funkce na okoli U(zy) a k € N. Potom 2, je
koFen ndsobnosti k funkce f pravé tehdy, kdy? f)(zy) = 0 pro kaZdé celé
nezdporné &islo 1 < k a fF)(zy) # 0.

Dikaz: Viz prednaska. |
P¥iklad

@ Bod 0 je kofen nasobnosti 2 funkce f(z) = zsin z.

@ Bod 2kmi, kde k € Z, je kofen ndsobnosti 1 funkce f(z) =1 — €*.
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KoFeny holomorfni funkce

Véta (o jednoznalnosti)

At f, g jsou holomorfni funkce na oblasti Q C C a M C Q md hromadny
bod lezici v Q). Jestlize f = g na M, pak f = g na ().

Dikaz: Viz prednaska. |
Priklad
Pro kazdé z € C plati sin® z + cos® z = 1. J
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