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Laurentovy fady — motivace

UvaZme funkci )

flz) =

e Funkce f(z) ma rozvoj do mocninné ¥ady ve tvaru

z—1

+oo

pro |z| < 1.

@ Funkce f(z) je ale definovand i pro |z| > 1. Ma pro takova z rozvoj

do ¥ady obsahujici mocniny z?
@ Pokud pfipustime i zdporné mocniny, tak ma, protoze

—+00

6 =111 = 3 o

1
z —
1 z n=0

pro |z| > 1.
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Laurentovy fady

Definice (Laurentova ¥ada)

@ Rada
—+oo

Z an(z — z0)"

n=—oo
se nazyvd Laurentova Fada se stfedem zy € C a koeficienty a,, € C.
@ Rada

“+o0o
Z an(z — 29)"
n=0

se nazyva reguldrni ¢ast Laurentovy Fady Z:io_oo an(z — 2z0)".

© Rada

-1 400 a
—n
> a"(z_zo)nzz(z—z )"
n=—00 n=1 0
se nazyva hlavni ¢ast Laurentovy ¥ady 3.0 a,(z — 20)™

v
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Laurentovy fady

Definice (konvergence Laurentovy ¥ady)

© Rekneme, e Laurentova Fada konverguje (resp. konverguje absolutng)
v bod& w € C, jestlize v bod& w € C konverguje (resp. absolutn&
konverguje) soutasné jeji hlavni a reguldrni &ast.

@ Nekonverguje-li Laurentova ¥ada v bodé w € C, pak fikame, Ze
diverguje v bod& w.

© Necht M C C. Rikidme, %e Laurentova Yada konverguje na M (resp.
absolutn& konverguje na M), jestlize konverguje (resp. absolutng&
konverguje) v kazdém bod& mnoziny M.

Definice (soutet Laurentovy ¥ady)

Necht Laurentova ¥ada konverguje na M C C, funkce s,(z) je soulet jeji
reguldrni &asti na M a funkce sp(2) je soulet jeji hlavni €3sti na M.
Potom funkce s,(z) + sp(z) se nazve souttem Laurentovy ¥ady na M.

w
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Laurentovy fady

o Je-li f(z) soutet fady "1 _a, (2 — 20)" na M, pak piseme
+00
flz) = Z an(z —20)", z€ M.
n=-—o00

0 At 0 <r < R < +00a z € C. Mnozina

P(z0;7;R) = {2 € C|r < |z — 20| < R}

v

S

.
I

se nazve mezikruZi o stfedu zg, vnitfnim poloméru r a vn
poloméru R.

m

P¥iklad
o :ero_oo 2|1n‘ (z —1)" konvergUJe na P(i;

P(i; 5;2) je f(z) = 2(z—i)—1 + 2—(22—i)-
Q@ Y > 2" diverguje v kazdém bodg z € C.

n=—oo

i 2, 2). Jeji soucet na
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Laurentovy fady a holomorfni funkce

V&ta (o konvergenci Laurentovy F¥ady)

AL SR an(z — 20)" je Laurentova Fada. Pak existujir, R € [0, +00]
tak, Ze

Q >0 an(z — 20)" konverguje absolutné pro |z — 29| < R a diverguje

pro |z — zo| > R;
(2] Z;Li_oo an(z — 20)™ konverguje absolutné& pro |z — zp| > r a
diverguje pro |z — zp| < r.
Je-lir < R, pak >t a,(z — 20)" konverguje absolutn& na mezikrui
P(z0;7; R) a jeji soulet je holomorfni funkce na tomto mezikruZi.

v

Dikaz: Viz prednaska. |

@ P(zp;r; R) z pfedchoziho tvrzeni se nazyvd mezikruzi konvergence
Laurentovy Fady.
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Laurentovy fady a holomorfni funkce

Véta (rozvoj do Laurentovy ¥ady)

Necht funkce f je holomorfni na mezikruZi P(zo;7; R), kde 2o € C a
0 <r < R < +4o00. Potom existuje pravé jedna Laurentova Fada

Fo0 an(z — 20)" se souttem f(z) na P(zo;7; R). Navic pro kaZdé

n € Z plati
1 f(z)
=— [ —————d
" 2mi Jo (2 — z)n =

kde C je libovolna kladné orientovana Jordanova kfivka, kterd leZi
v P(zp;r; R) a md ve svém vnitfku bod z.

v

Dikaz: Vynechavame. |

@ Laurentova ¥fada z pfedchozi véty se nazyva Laurentliv rozvoj funkce
f na P(zo;7m; R).
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Laurentovy fady a holomorfni funkce

P¥iklad
o % =yt (nTnl)' na P(0;0; +00).
Q@ 5oy =202, 2" na P(0;0;1).
O i =2i%5 =2 —2"na P(0;1;+00).
Q iy = Zi"_l<—1>"(z— 1)™ na P(1;0;1).
0 5 =205 2_1 L+ s oD na P(151;2). |
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|zolované singularity

Definice (izolovana singularita)

Rekneme, Ze zp € C je izolovana singularita funkce f, jestlize f je
holomorfni na n&jakém prstencovém okoli P(zp) bodu zp a v bod& z
nem3a derivaci.

Priklad

@ Bod 0 je izolovana singularita funkce 222

I
@ Bod 0 je izolovand singularita funkce %
© Bod 2 je izolovand singularita funkce ﬁ
@ Bod 0 je izolovand singularita funkce ex.

© Bod 0 neni izolovand singularita funkce In z.
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|zolované singularity

Definice (typy izolovanych singularit)

At zy € C je izolovana singularita funkce f a f(z) = :{io_oo an(z — 29)"

na P(zp).
© Rekneme, 7e 2 je odstranitelnd singularita funkce f, jestlize a, = 0
pro kazdé n < 0.

@ Rekneme, Ze zg je pél funkce f, jestlize existuje k € N tak, ze
a_ # 0 a ay, =0 pro kazdé n < —k. Cislo k se nazyva ¥ad (nebo
také nasobnost) pdlu.

© Rekneme, 7e z) je podstatna singularita funkce f, jestlize a, # 0 pro
nekone¢né mnoho zdpornych celych &isel n.

Terminologie:
o P4l ¥adu k se také nazyva k-ndsobny pdl.

o P4l ¥adu 1 se také nazyvd jednoduchy pdl.
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|zolované singularity

P¥iklad
@ Bod 0 je odstranitelnd singularita funkce %
@ Bod 0 je pél ¥adu 1 funkee 1.

© Bod 2 je pdl ¥adu 5 funkce ﬁ

@ Bod 0 je podstatna singularita funkce ex.

Tvrzeni
At zy € C je izolovand singularita funkce f.

© Bod z je odstranitelnd singularita funkce f pravé tehdy, kdyZ existuje
funkce g holomorfni na U(zy) takovd, Ze f(z) = g(z) na P(zp).

@ Bod zy je pdl Fadu k € N funkce f pravé tehdy, kdy? existuje funkce g
holomorfni na U(zg) takovd, Ze g(z0) # 0 a f(z) = 9 pa P(zp).

(z—20)k

v

Dikaz: Viz prednaska. |
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|zolované singularity

Tvrzeni

At zy € C, funkce f a g jsou holomorfni na okoli U(zy) a bod zy je koFen
ndsobnosti n funkce g.

Q Jestlize zy je koFen nasobnosti m > n funkce f, pak zy je
odstranitelnd singularita funkce g

Q@ estlize zy je koFen ndsobnosti m < n funkce f, pak zy je pdl Fadu
n —m funkce 5.

@ Jestlize f(zp) # 0, pak zy je pdl Fadu n funkce 5

Dikaz: Viz prednaska. |
P¥iklad

Je dana funkce f(z) = m Bod 0 je pdl ¥adu 1 funkce f a body
k € Z\ {0} jsou pdly ¥adu 3 funkce f.
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|zolované singularity

Priklad
Je déna funkce f(z) = ; L Body 52, kde n € Z\ {0}, jsou pély ¥adu

T- i
ez 2nmey

1 funkce f. Bod 0 neni izolovanou singularitou funkce f.

Véta (charakterizace typi izolovanych singularit)

At zy € C je izolovand singularita funkce f a k € N.
@ Bod zy je odstranitelna singularita funkce f pravé tehdy, kdyZ
Zlggo f(2) je kone&na.
@ Bod z je pdl funkce [ pravé tehdy, kdyZ ZlgIgl f(z) = oo. Navic je
0
bod zy pdl Fadu k funkce f pravé tehdy, kdyZ zlgg (z — 20)F f(2) je
0
koneénd nenulova.
© Bod 2y je podstatna singularita funkce f pravé tehdy, kdyZ Zli_{rzl f(2)
0

neexistuje.

v

Dikaz: Viz prednaska. |

Martin Bohata Komplexni analyza a transformace Laurentovy Fady 13/18



Reziduum — motivace

M&jme holomorfni funkci f(z) na P(zg). Necht C' je kladn& orientovana
Jordanova k¥ivka leZici v P(zp) takova, Ze zp € Int C.

o Jak vypotitat [ f(z)dz?
@ Informace o fcf(z) dz je skryta v Laurentové& rozvoji funkce f na
P(Zo).

e Vime, e a, = ﬁ Jo %dz. Proto

/ f(z)dz = 2mia_;.
C
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Reziduum

Definice (reziduum)

Necht zy € C je izolovana singularita funkce f a

“+o00

f(z) = Z an(z — 20)"

n=—0oo

na P(zp). Koeficient a_; se nazyva reziduum funkce f v bod& zp a zna&i
se res, f(2).

@ Je-li zp odstranitelna singularita funkce f, pak res,, f(z) = 0.
P¥iklad
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Reziduum

Tvrzeni

Jestlize zy € C je pdl Fidu k € N funkce f, potom

1

res,, f(z) = (=] ZIi_}n;() [(z —20)Ff(2)

(k—1)

Dikaz: Viz prednaska. |
@ Specidlné je-li zy pdl ¥adu 1 funkce f, pak

res;, f(z) = lim (z — 20)f(2).

Z—r 2
Ptiklad
Necht f(z) = W
Q res; f(z) = }1
Q res_; f(z) = —1.
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Reziduum

Véta (I'Hospitalovo pravidlo)

At zg € C a funkce f a g jsou holomorfni a ne viude nulové na U(z).

Jestlize f(zo) = g(z0) = 0, pak

i FG) 1)

Z2—20 g(z) - zlmo g/(z)'

Dikaz: Vynechdvame.

/)
Priklad
2
e* —cosz 3
r —S . = 5.
€S0 “75in 2 2
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Reziduum

Tvrzeni

At zo € C a funkce [ a g jsou holomorfni na U(z). Jestlize zy je

Jjednondsobny kofen funkce g, potom

f(z) _ f(=0)

res;, —— =

g(z)  d'(20)

Dikaz: Viz prednaska.

Ptiklad

10
z _ 10
reSy m = I
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