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Reziduová věta

Věta (Reziduová věta)

Necht’ Ω ⊆ C je jednoduše souvislá oblast, C je kladně orientovaná
Jordanova ǩrivka lež́ıćı v Ω a S ⊆ IntC je konečná množina. Jestliže f je
holomorfńı na Ω \ S a body z množiny S jsou izolované singularity funkce
f , potom ∫

C
f(z) dz = 2πi

∑
w∈S

resw f(z).

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad

At’ C je kladně orientovaná hranice obdélńıku o vrcholech −i, 4− i, 4 + i,
i. Pak ∫

C

1

(z − 1)(z − 3)(z − 5)2
dz =

3πi

16
.
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Hlavńı hodnota integrálu

Lebesgue̊uv integrál
∫ +∞
−∞ x dx neexistuje, ale

lim
R→+∞

∫ R

−R
x dx = 0.

At’ f : R→ C je (lebesgueovsky) integrovatelná na [−R,R] pro každé
R > 0. Potom

p.v.

∫ +∞

−∞
f(x) dx := lim

R→+∞

∫ R

−R
f(x) dx

se nazve hlavńı hodnota integrálu f p̌res R.

Je-li f : R→ C integrovatelná na R, pak

p.v.

∫ +∞

−∞
f(x) dx =

∫ +∞

−∞
f(x) dx.

V daľśım budeme ḿısto p.v.
∫ +∞
−∞ f(x) dx psát jen

∫ +∞
−∞ f(x) dx.
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Integrály z racionálńıch funkćı

Věta

Necht’ P a Q jsou polynomy a

S+ = {z ∈ C |Q(z) = 0, Im z > 0} .

Jestliže 1 + stP < stQ a Q nemá žádný reálný kǒren, potom∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
dx = 2πi

∑
w∈S+

resw
P (z)

Q(z)
.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad ∫ +∞

−∞

1

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx =

π

6
.
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Integrály obsahuj́ıćı osciluj́ıćı exponenciálu

Tvrzeńı (Jordanovo lemma)

At’ r > 0, f je komplexńı funkce spojitá na

Ω = {z ∈ C | Im z ≥ 0} ∩ U(∞; r)

a pro každé R > r je CR ǩrivka s parametrizaćı ϕR(t) = Reit, t ∈ [0, π].
Je-li α > 0 a

lim
R→+∞

max
z∈CR

|f(z)| = 0,

potom

lim
R→+∞

∫
CR

f(z)eiαz dz = 0.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Integrály obsahuj́ıćı osciluj́ıćı exponenciálu

Věta

Necht’ P a Q jsou polynomy takové, že stP < stQ a Q nemá žádný
reálný kǒren.

1 Jestliže α > 0 a S+ = {z ∈ C |Q(z) = 0, Im z > 0}, pak∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
eiαx dx = 2πi

∑
w∈S+

resw
P (z)

Q(z)
eiαz.

2 Jestliže α < 0 a S− = {z ∈ C |Q(z) = 0, Im z < 0}, pak∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
eiαx dx = −2πi

∑
w∈S−

resw
P (z)

Q(z)
eiαz.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Martin Bohata Komplexńı analýza a transformace Reziduová věta a jej́ı aplikace 6 / 12



Integrály obsahuj́ıćı osciluj́ıćı exponenciálu

Př́ıklad ∫ +∞

−∞

eix

x2 − 4x+ 5
dx = πe2i−1.

Odtud ∫ +∞

−∞

sinx

x2 − 4x+ 5
dx =

π sin 2

e
,∫ +∞

−∞

cosx

x2 − 4x+ 5
dx =

π cos 2

e
.
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Hlavńı hodnota integrálu – rozš́ı̌reńı definice

At’ S ⊆ R je konečná množina a f : R \ S → C je (lebesgueovsky)
integrovatelná na M(R; r) := [−R,R] \

⋃
x∈S U(x; r) pro každé

R, r > 0. Potom

p.v.

∫ +∞

−∞
f(x) dx := lim

R→+∞
lim
r→0+

∫
M(R;r)

f(x) dx

se nazve hlavńı hodnota integrálu f p̌res R.

V daľśım budeme opět ḿısto p.v.
∫ +∞
−∞ f(x) dx psát jen

∫ +∞
−∞ f(x) dx.
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Obcházeńı jednoduchých pól̊u

Tvrzeńı

At’ z0 ∈ C je pól řádu 1 funkce f a pro každé r > 0 je Cr ǩrivka s
parametrizaćı ϕ(t) = z0 + reit, t ∈ [α, β], kde 0 ≤ α < β ≤ 2π. Pak

lim
r→0+

∫
Cr

f(z) dz = i(β − α) resz0 f(z).

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Obcházeńı jednoduchých pól̊u

Tvrzeńı

At’ P a Q jsou polynomy takové, že Q má na reálné ose pouze kǒreny
násobnosti 1 a 1 + stP < stQ. Jestliže

S+ = {z ∈ C |Q(z) = 0, Im z > 0} ,
S0 = {z ∈ C |Q(z) = 0, Im z = 0} ,

potom ∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
dx = 2πi

∑
w∈S+

resw
P (z)

Q(z)
+ iπ

∑
w∈S0

resw
P (z)

Q(z)
.

Důkaz: Vynecháváme. �
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Obcházeńı jednoduchých pól̊u

Tvrzeńı

At’ P a Q jsou polynomy takové, že Q má na reálné ose pouze kǒreny
násobnosti 1 a stP < stQ. At’

S+ = {z ∈ C |Q(z) = 0, Im z > 0} ,
S0 = {z ∈ C |Q(z) = 0, Im z = 0} ,
S− = {z ∈ C |Q(z) = 0, Im z < 0} .

1 Jestliže α > 0, pak∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
eiαx dx = 2πi

∑
w∈S+

resw
P (z)

Q(z)
eiαz + iπ

∑
w∈S0

resw
P (z)

Q(z)
eiαz.

2 Jestliže α < 0, pak∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
eiαx dx = −2πi

∑
w∈S−

resw
P (z)

Q(z)
eiαz − iπ

∑
w∈S0

resw
P (z)

Q(z)
eiαz.

Důkaz: Vynecháváme. �
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Obcházeńı jednoduchých pól̊u

Př́ıklad

1 ∫ +∞

−∞

1

x(x2 + 1)
dx = 0.

2 ∫ +∞

−∞

sinx

x
dx = π.
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