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Motivace a definice

o Studium diskrétnich signalii (tj. posloupnosti).
@ Chceme diskrétni signal ,,zakédovat” do holomorfni funkce.

@ Aplikace: Reseni diferen¢nich rovnic, zpracovani signalu, ...

Definice

Necht (a,,)5°, je posloupnost komplexnich &isel. Existuje-li r € [0, 400)
tak, Ze fada
oo
Qnp
n
n=0 o
ma mezikruZi konvergence P(0;r;+00), pak se jeji sou€et na tomto
mezikruZi nazyvd Z-transformace posloupnosti (a,)>2.

Znakeni: Z-transformaci posloupnosti (a, )5, budeme znatit velkym
pismenem (nap¥. A(z),...) nebo symbolem % [a,] (2).
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Jednoduché priklady

Ptiklad
@ Necht o € C. Pak ;
2l () =
pro |z| > |a|. Specidlng&
z
2= 2o
pro |z| > 1.
° 1 1
z [n'] (2) =e=
pro |z| > 0.

Q Jeli (a,))29 = (1,0,0,0,...), pak 2 [a,] () = 1 pro || > 0.
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Prostor Z

Jaké posloupnosti maji Z-transformaci?

Definice

Rekneme, %e posloupnost (an)o2, komplexnich &isel je exponencidlniho
Fadu, jestlize existuje M > 0 a o € R tak, Ze |a,| < Me®™ pro kazdé
n € Np.

Symbolem Zj ozna&ime mnoZinu viech komplexnich posloupnosti
exponencialniho ¥adu.

Véta (o existenci)

Z-transformace posloupnosti (ay)>2, komplexnich &isel existuje pravé
tehdy, kdyZ (an)22 € Zp.

Dikaz: Viz prednaska. |
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Prostor Z

MnoZina Zj je uzavfena na
@ linedrni kombinace;

o (kone&né) soutiny.

Priklad
O Kazda omezena posloupnost je v Zj.
@ Je-li P polynom, pak (P(n))>, € Z.
Q (n!)7Zo ¢ Zo-
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Zakladni vlastnosti

Tvrzeni

Necht (an)5 o, (bn)2 € Zo a « € C.
QO Zlan +aby] (2) = Z'[an] () + aZ [by] (2).
Q Jestlize o # 0, pak Z [ ay] (2) = Z [an] (£) .

Diikaz: Viz prednaska.
P¥iklad
@ Necht w € C. Pak

‘ B zsinw

Z [sin(wn)] (2) = 55— —7>
2 _

% [cos(wn)] (2) = Z° —zcosw

22 —2zcosw+1°

@ Z[3-%](z) =25 —e:.

nl z—1
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Zakladni vlastnosti

Véta (derivace obrazu)

JestliZe (an)5>, € Zoy, pak

% nag] (2) = 2= 2 [an] (2).
Diikaz: Viz prednaska. |
Priklad
° z
206 =
o
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Zakladni vlastnosti

Véta (obraz posunuti)

At (an)s2y € Zo, ke N a

{an_k pron >k,
by, =

0 pro0 <n <k.
Potom
° 1
Z [bn] (2) = 2 lan] (2)
¢ k=1
Z [ana] (2) = 2" lﬁf lan) (2) = > %
n=0

Diikaz: Viz prednaska.
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Zakladni vlastnosti

Priklad
Q Je-li (an)n o =(0,0,0,0,1,1,1, ...), pak

1

Z ay] (2) = Feo1)

1 _ o3t 3 2 1
g[(n—i—?))!] (2) =z2%€z —2° — 2 5%

© Necht (a,)22, je komplexni posloupnost, jejiz Z-transformace je
F(z). Pak Z-transformace diference A(a,)5% o = (ant1 — an)i2
posloupnosti (ay)22 je

Z [ant1 — an) (2) = (2 = 1)F(2) — zao.
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Konvoluce — motivace

At L:Zy— Zyje
© linedrni (a spojité):

1 (o0 (a9) o ()7 1)

= aplL <(a£?)):m;> + a1 L <(a£})>:cx;> +...;

@ transla¢né& invariantni:
L(T ((an)325)) = T (L ((an) 7)) -

kde T ((an)2%) = (0,a0,a1,...).
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Konvoluce — motivace

Oznaéme

)L =k
it = {o, j# k.
()25 = L ((80n)20) -

Protoze

(an)iZy = a0 (d0n) 25 + a1 (812)5 25 + az (92n) 125 + - -
je odezva systému popsaného zobrazenim L na vstup (an);ﬁ% posloupnost

L ((an)y5)
= aoL ((0on)1t29) + a1L ((010)72%) + a2 ((82n),25) + -

=aolL ((5071) ) +a1L ( (5071) ) +aolL (T2 (5On) ) + ...
= (aobo, agby + boai, agbs + a1by + asby, . . . )
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Konvoluce

Definice (konvoluce posloupnosti)

Konvoluce posloupnosti (a,);'2% € Zy a (by), %5 € Zo je posloupnost
(cn)nzo = (an)nZo * (bn)nlo, jejiZ prvky jsou

n
Cn = Z agbn—k
k=0

pro kazdé n € Ny.

Priklad

n +oo
(1)aZo * (an)pZo = (Z alc) :

Specidln&
(Dnzo * (1)pZo = (n+1)52,.
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Konvoluce

Plati
o (an);=g * (bn)nZg = (bn )IO%*(an)ZO%:
® (an)n 2o * [(0a)n2 * (en)a25] = [(an) 25 * (bu)nZg] * (cn) 25

Véta (obraz konvoluce)

Jestlize (an) 20, (bn) 25 € Zo, potom (an) 2% * (bn) 20 € Zo a

Z [an *bn] (2) = 2 [an] (2) 2 [bn] (2)

Dikaz: Viz prednaska. |
P¥iklad
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Inverzni Z-transformace

@ Znaleni: Hy ... mnoZina véech holomorfnich funkci f: 2 — C
takovych, ze 2 = P(0;7; 4+00) pro n&jaké r € [0, +00) , nelze je
holomorfné& prodlouZit na v&tsi mezikruzi P(0; o; +00) a maji
kone&nou limitu v nekoneénu.

V&ta (bijektivnost Z-transformace)

Z-transformace je bijekce mnoZiny Zy na mnoZinu H..

Dikaz: Viz prednaska. |

Definice (inverzni Z-transformace)

Inverzni Z-transformace funkce F' € Hy, je posloupnost (ay)32, takova,
Ye 2 [an] (2) = F(2). Symbolem 2~ [F(2)] (n) budeme znatit n-ty
prvek inverzni Z-transformace funkce F.

o Bézn& budeme ztotoziiovat funkce z H, s jejich holomorfnim
roz$ifenim na co nejvétsi oblast v C.
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Inverzni Z-transformace

MozZnosti nalezeni inverzni Z-transformace funkce F' € H.:
@ rozvojem F'(z) do Laurentovy ¥ady konvergujici na U (o).
@ Integrélni formuli:
an = i F(2)z" dz,
211 C

kde C je libovolna kladn& orientovand Jordanova k¥ivka leZici v U(c0)
(na kterém odpovidajici Laurentova ¥ada konverguje) a obsahujici ve
svém vnittku nulu.
Integral lze €asto vypodist pomoci Reziduové véty.

o Vyuzitim vzorce

n—1 a

. k

ap, = lim 2" |F(z) — g -
Z—00 =0 A

pro n € Np. Uziteny je zejména vzorec pro koeficient ag:
ap = lim F(z).
Z—00
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Inverzni Z-transformace

P¥iklad
Q Jeli ,
F _
&)= e
pak
a0 = 271 [F(2)] (0) = 0,
an=2"1[F(2)](n) = -1+2""" prokazdé n e N
Q Jeli X
F(z) = sin g
pak
0, pro n € Ny sudé,
=9 " "
poy pro n € Ny liché.
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Aplikace — diferenéni rovnice

P¥iklad

Regenf difereneni rovnice
Yn+2 — 3yn+1 + 2y, =0
spliiujici potatedni podminky yo =1 a y1 = 2 je (yn)22,, kde

yn:2n

pro kazdé n € Ny.
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Aplikace — diferenéni rovnice

Pt¥iklad

Regeni difereneni rovnice
n
oF =1
Yn+2 + Yn—k =
k=0

spliiujici po¢atedni podminky yo = y1 = 0 je (yn)peg, kde

n=o0(e-2)

pro kazdé n € N.
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Aplikace — teorie Fizeni
UvaZme systém popsany soustavou

Xnt+1 = Ax, + Buy,
yn = Cxp,

kde A € M(C), B € My 1(C) a C € My 1(C) jsou matice a (u,)% ]

posloupnost komplexnich &isel.

Terminologie:
o (un)t> ... vstup.

n=0
o ()29 ... stav.
o (yn)2% ... vystup.
@ Impulzni odezva je vystup (hn)::()) systému odpovidajici vstupu
(un); 29 = (Jon), 25 a potateéni podmince xo = 0.

e H(z) = Z [hy)(z) ... prenosova funkce.
Déle nebudeme rozliSovat mezi prenosovou funkci a jejim holomorfnim
rozsifenim na co nejvétsi oblast v C.
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Aplikace — teorie Fizeni
@ Je-li ddn vstup (un),fj(; a pocateéni podminky xo = 0, pak
Z-transformace vystupu je

Y(z) = C(21 — A)"'BU(2).
kde U(z) = Z [uy] (2).
@ Pt¥enosova funkce je proto raciondlni funkce tvaru
H(z) =C(21 - A)"'B.

e Pdly funkce H(z) jsou podmnoZinou spektra matice A.
o Rekneme, e systém je stabilni, jestlize existuje M > 0 tak, ze pro
xo = 0 a pro kazdy omezeny vstup (un) 20 Je

sup |yn| < M sup |uy,|.
n€Ng n€Np
@ Systém je stabilni pravé tehdy, kdyZ vechny pdly pfenosové funkce
leZi uvnit¥ jednotkové kruznice.
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Aplikace — teorie Fizeni

@ Systém s pFenosovou funkei F'(z) = ﬁ neni stabilni. Lze z ngj
pFripojenim vhodného systému s pfenosovou funkci G(z) vytvoFit

systém stabilni?
@ UvaZme systém dany obrdzkem:

Jeho p¥enosova funkce je

F(z)
() = T
1+ F(2)G(z)
o Jestlize G(2) = %7, pak systém s pFenosovou funkcf

F(z) z+1

(2) = 1+F(2)G(2) 22—-1+a
je stabilni pravé tehdy, kdyz |1 — a| < 1.
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