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Motivace a definice

Studium diskrétńıch signál̊u (tj. posloupnost́ı).

Chceme diskrétńı signál
”
zakódovat“ do holomorfńı funkce.

Aplikace: Řešeńı diferenčńıch rovnic, zpracováńı signálu, . . .

Definice

Necht’ (an)
∞
n=0 je posloupnost komplexńıch č́ısel. Existuje-li r ∈ [0,+∞)

tak, že řada
∞∑
n=0

an
zn

má mezikruž́ı konvergence P (0; r; +∞), pak se jej́ı součet na tomto
mezikruž́ı nazývá Z-transformace posloupnosti (an)

∞
n=0.

Značeńı: Z-transformaci posloupnosti (an)
∞
n=0 budeme značit velkým

ṕısmenem (nap̌r. A(z), . . . ) nebo symbolem Z [an] (z).
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Jednoduché p̌ŕıklady

Př́ıklad

1 Necht’ α ∈ C. Pak
Z [αn] (z) =

z

z − α

pro |z| > |α|. Speciálně

Z [1] (z) =
z

z − 1

pro |z| > 1.

2

Z

[
1

n!

]
(z) = e

1
z

pro |z| > 0.

3 Je-li (an)
+∞
n=0 = (1, 0, 0, 0, . . . ), pak Z [an] (z) = 1 pro |z| > 0.
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Prostor Z0

Jaké posloupnosti maj́ı Z-transformaci?

Definice

Řekneme, že posloupnost (an)
∞
n=0 komplexńıch č́ısel je exponenciálńıho

řádu, jestliže existuje M > 0 a α ∈ R tak, že |an| ≤ Meαn pro každé
n ∈ N0.
Symbolem Z0 označ́ıme množinu všech komplexńıch posloupnost́ı
exponenciálńıho řádu.

Věta (o existenci)

Z-transformace posloupnosti (an)
∞
n=0 komplexńıch č́ısel existuje právě

tehdy, když (an)
∞
n=0 ∈ Z0.

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■
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Prostor Z0

Množina Z0 je uzav̌rená na

lineárńı kombinace;

(konečné) součiny.

Př́ıklad

1 Každá omezená posloupnost je v Z0.

2 Je-li P polynom, pak (P (n))∞n=0 ∈ Z0.

3 (n!)∞n=0 /∈ Z0.
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Základńı vlastnosti

Tvrzeńı

Necht’ (an)
∞
n=0, (bn)

∞
n=0 ∈ Z0 a α ∈ C.

1 Z [an + αbn] (z) = Z [an] (z) + αZ [bn] (z).

2 Jestliže α ̸= 0, pak Z [αnan] (z) = Z [an]
(
z
α

)
.

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■

Př́ıklad

1 Necht’ ω ∈ C. Pak

Z [sin(ωn)] (z) =
z sinω

z2 − 2z cosω + 1
,

Z [cos(ωn)] (z) =
z2 − z cosω

z2 − 2z cosω + 1
.

2 Z
[
3− 2n

n!

]
(z) = 3z

z−1 − e
2
z .
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Základńı vlastnosti

Věta (derivace obrazu)

Jestliže (an)
∞
n=0 ∈ Z0, pak

Z [nan] (z) = −z
d

dz
Z [an] (z) .

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■

Př́ıklad

1

Z [n] (z) =
z

(z − 1)2
.

2

Z
[
n2
]
(z) =

z(z + 1)

(z − 1)3
.
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Základńı vlastnosti

Věta (obraz posunut́ı)

At’ (an)
∞
n=0 ∈ Z0, k ∈ N a

bn =

{
an−k pro n ≥ k,

0 pro 0 ≤ n < k.

Potom

1

Z [bn] (z) =
1

zk
Z [an] (z) .

2

Z [an+k] (z) = zk

[
Z [an] (z)−

k−1∑
n=0

an
zn

]
.

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■
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Základńı vlastnosti

Př́ıklad

1 Je-li (an)
+∞
n=0 = (0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, ...), pak

Z [an] (z) =
1

z3(z − 1)
.

2

Z

[
1

(n+ 3)!

]
(z) = z3e

1
z − z3 − z2 − 1

2
z.

3 Necht’ (an)
∞
n=0 je komplexńı posloupnost, jej́ıž Z-transformace je

F (z). Pak Z-transformace diference ∆(an)
∞
n=0 := (an+1 − an)

∞
n=0

posloupnosti (an)
∞
n=0 je

Z [an+1 − an] (z) = (z − 1)F (z)− za0.
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Konvoluce – motivace

At’ L : Z0 → Z0 je

1 lineárńı (a spojité):

L

(
α0

(
a(0)n

)+∞

n=0
+ α1

(
a(1)n

)+∞

n=0
+ . . .

)
= α0L

((
a(0)n

)+∞

n=0

)
+ α1L

((
a(1)n

)+∞

n=0

)
+ . . . ;

2 translačně invariantńı:

L
(
T
(
(an)

+∞
n=0

))
= T

(
L
(
(an)

+∞
n=0

))
,

kde T
(
(an)

+∞
n=0

)
= (0, a0, a1, . . . ).
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Konvoluce – motivace

Označme

δjk :=

{
1, j = k,

0, j ̸= k.

(bn)
+∞
n=0 := L

(
(δ0n)

+∞
n=0

)
.

Protože

(an)
+∞
n=0 = a0 (δ0n)

+∞
n=0 + a1 (δ1n)

+∞
n=0 + a2 (δ2n)

+∞
n=0 + . . . ,

je odezva systému popsaného zobrazeńım L na vstup (an)
+∞
n=0 posloupnost

L
(
(an)

+∞
n=0

)
= a0L

(
(δ0n)

+∞
n=0

)
+ a1L

(
(δ1n)

+∞
n=0

)
+ a2L

(
(δ2n)

+∞
n=0

)
+ . . .

= a0L
(
(δ0n)

+∞
n=0

)
+ a1L

(
T (δ0n)

+∞
n=0

)
+ a2L

(
T 2 (δ0n)

+∞
n=0

)
+ . . .

= (a0b0, a0b1 + b0a1, a0b2 + a1b1 + a2b0, . . . ).
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Konvoluce

Definice (konvoluce posloupnost́ı)

Konvoluce posloupnost́ı (an)
+∞
n=0 ∈ Z0 a (bn)

+∞
n=0 ∈ Z0 je posloupnost

(cn)
∞
n=0 = (an)

∞
n=0 ∗ (bn)∞n=0, jej́ıž prvky jsou

cn =
n∑

k=0

akbn−k

pro každé n ∈ N0.

Př́ıklad

(1)∞n=0 ∗ (an)∞n=0 =

(
n∑

k=0

ak

)+∞

n=0

.

Speciálně
(1)∞n=0 ∗ (1)∞n=0 = (n+ 1)∞n=0.

Martin Bohata Komplexńı analýza a transformace Z-transformace 12 / 21



Konvoluce

Plat́ı

(an)
+∞
n=0 ∗ (bn)

+∞
n=0 = (bn)

+∞
n=0 ∗ (an)

+∞
n=0;

(an)
+∞
n=0 ∗

[
(bn)

+∞
n=0 ∗ (cn)

+∞
n=0

]
=
[
(an)

+∞
n=0 ∗ (bn)

+∞
n=0

]
∗ (cn)+∞

n=0.

Věta (obraz konvoluce)

Jestliže (an)
+∞
n=0 , (bn)

+∞
n=0 ∈ Z0, potom (an)

+∞
n=0 ∗ (bn)

+∞
n=0 ∈ Z0 a

Z [an ∗ bn] (z) = Z [an] (z)Z [bn] (z)

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■

Př́ıklad

Z [1 ∗ 1] (z) = z2

(z − 1)2
.
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Inverzńı Z-transformace

Značeńı: H∞ . . . množina všech holomorfńıch funkćı f : Ω → C
takových, že Ω = P (0; r; +∞) pro nějaké r ∈ [0,+∞) , nelze je
holomorfně prodloužit na věťśı mezikruž́ı P (0; ϱ; +∞) a maj́ı
konečnou limitu v nekonečnu.

Věta (bijektivnost Z-transformace)

Z-transformace je bijekce množiny Z0 na množinu H∞.

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■

Definice (inverzńı Z-transformace)

Inverzńı Z-transformace funkce F ∈ H∞ je posloupnost (an)
∞
n=0 taková,

že Z [an] (z) = F (z). Symbolem Z −1 [F (z)] (n) budeme značit n-tý
prvek inverzńı Z-transformace funkce F .

Běžně budeme ztotožňovat funkce z H∞ s jejich holomorfńım
rozš́ı̌reńım na co nejvěťśı oblast v C.
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Inverzńı Z-transformace

Možnosti nalezeńı inverzńı Z-transformace funkce F ∈ H∞:

rozvojem F (z) do Laurentovy řady konverguj́ıćı na U(∞).
Integrálńı formuĺı:

an =
1

2πi

∫
C
F (z)zn−1 dz,

kde C je libovolná kladně orientovaná Jordanova ǩrivka lež́ıćı v U(∞)
(na kterém odpov́ıdaj́ıćı Laurentova řada konverguje) a obsahuj́ıćı ve
svém vniťrku nulu.
Integrál lze často vypoč́ıst pomoćı Reziduové věty.
Využit́ım vzorce

an = lim
z→∞

zn

[
F (z)−

n−1∑
k=0

ak
zk

]
pro n ∈ N0. Užitečný je zejména vzorec pro koeficient a0:

a0 = lim
z→∞

F (z).

Martin Bohata Komplexńı analýza a transformace Z-transformace 15 / 21



Inverzńı Z-transformace

Př́ıklad

1 Je-li

F (z) =
1

(z − 1)(z − 2)
,

pak

a0 = Z −1 [F (z)] (0) = 0,

an = Z −1 [F (z)] (n) = −1 + 2n−1 pro každé n ∈ N.

2 Je-li

F (z) = sin
1

z
,

pak

an =

0, pro n ∈ N0 sudé,

(−1)
n−1
2

n! , pro n ∈ N0 liché.
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Aplikace – diferenčńı rovnice

Př́ıklad

Řešeńı diferenčńı rovnice

yn+2 − 3yn+1 + 2yn = 0

splňuj́ıćı počátečńı podḿınky y0 = 1 a y1 = 2 je (yn)
∞
n=0, kde

yn = 2n

pro každé n ∈ N0.
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Aplikace – diferenčńı rovnice

Př́ıklad

Řešeńı diferenčńı rovnice

yn+2 +
n∑

k=0

2kyn−k = 1

splňuj́ıćı počátečńı podḿınky y0 = y1 = 0 je (yn)
∞
n=0, kde

yn = (n− 1)
(
2− n

2

)
pro každé n ∈ N.
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Aplikace – teorie ř́ızeńı

Uvažme systém popsaný soustavou

xn+1 = Axn +Bun,

yn = Cxn,

kde A ∈ Mk(C), B ∈ Mk,1(C) a C ∈ M1,k(C) jsou matice a (un)
+∞
n=0 je

posloupnost komplexńıch č́ısel.

Terminologie:

(un)
+∞
n=0 ... vstup.

(xn)
+∞
n=0 ... stav.

(yn)
+∞
n=0 ... výstup.

Impulzńı odezva je výstup (hn)
+∞
n=0 systému odpov́ıdaj́ıćı vstupu

(un)
+∞
n=0 = (δ0n)

+∞
n=0 a počátečńı podḿınce x0 = 0.

H(z) = Z [hn] (z) ... p̌renosová funkce.

Dále nebudeme rozlǐsovat mezi p̌renosovou funkćı a jej́ım holomorfńım
rozš́ı̌reńım na co nejvěťśı oblast v C.
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Aplikace – teorie ř́ızeńı

Je-li dán vstup (un)
+∞
n=0 a počátečńı podḿınky x0 = 0, pak

Z-transformace výstupu je

Y (z) = C(z1−A)−1BU(z).

kde U(z) = Z [un] (z).

Přenosová funkce je proto racionálńı funkce tvaru

H(z) = C(z1−A)−1B.

Póly funkce H(z) jsou podmnožinou spektra matice A.

Řekneme, že systém je stabilńı, jestliže existuje M > 0 tak, že pro
x0 = 0 a pro každý omezený vstup (un)

+∞
n=0 je

sup
n∈N0

|yn| ≤ M sup
n∈N0

|un| .

Systém je stabilńı právě tehdy, když všechny póly p̌renosové funkce
lež́ı uvniťr jednotkové kružnice.
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Aplikace – teorie ř́ızeńı

Systém s p̌renosovou funkćı F (z) = 1
z−1 neńı stabilńı. Lze z něj

p̌ripojeńım vhodného systému s p̌renosovou funkćı G(z) vytvǒrit
systém stabilńı?
Uvažme systém daný obrázkem:

un
Σ F (z)

yn

G(z)

−

+

Jeho p̌renosová funkce je

H(z) =
F (z)

1 + F (z)G(z)
.

Jestliže G(z) = α
z+1 , pak systém s p̌renosovou funkćı

H(z) =
F (z)

1 + F (z)G(z)
=

z + 1

z2 − 1 + α

je stabilńı právě tehdy, když |1− α| < 1.
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