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Motivace a definice

@ Chceme formulovat analogii Z-transformace pro funkce
f:]0,4+00) = C.

@ Aplikace: YeSeni diferencialnich rovnic, teorie ¥izeni,...
Definice (Laplaceova transformace)

Laplaceovou transformaci funkce f : [0,00) — C rozumime komplexni
funkci Z[f] = F definovanou p¥edpisem

P = [ rwea

jestlize t — f(t)e™* je (lebesgueovsky) integrovatelnd funkce na [0, +oc)
pro alespon jedno s € C.

o Jestlize t — f(t)e™'* je (lebesgueovsky) integrovatelnd funkce na
[0, +00) pro n&jaké sy € C, pak je také integrovatelnd pro viechny
s € C spliiujici Res > Re sg.
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Jednoduchy priklad

Pr¥iklad
Je-li a € C, potom

1
Y
s—a

A [e“t] (s) =

kde Re s > Rea. Specialné

kde Res > 0.
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Prostor L

Definice (po &astech spojita funkce)

Funkce f: D C R — C se nazve po &astech spojitd na intervalu I C R,
jestlize pro kazdé a,b € I spliiujici a < b existuje kone¢né mnoho bodi
to, ..., tn € [a,b] tak, Ze

Quo=ti<t1 <---<tp,=0b;

@ pro kazdé k € {1,...,n} je f spojitd na (tp_1,tx);

© f(tp+) = lim f(t) je kone&nd pro kazdé k € {0,...,n — 1};
t—tpt

Q f(ty—) = tii?,?_ f(t) je kone&na pro kazdé k € {1,...,n}.
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Prostor L

Definice (prostor Lg)

Rekneme, ¥e funkce f : [0,00) — C je exponencidlniho ¥adu, jestlize
existuje « € R a M > 0 tak, Ze | f(t)| < Me® pro kazdé t € [0, ).
Symbolem Lg ozna&ime mnoZinu v8ech po &istech spojitych funkei
f:[0,00) = C, které jsou exponencidlniho ¥adu.

@ MnoZina Ly je uzavfend na linedrni kombinace a (kone&né) sou&iny
(tj. je-li f,g € Lo a a € C, pak f+g,af, fg € Ly).
o Kazda funkce z Ly ma Laplaceovu transformaci.
P¥iklad

O 1,t sint acost jsou v Lg.

@ Kazdy polynom je v Ly.

Q ¢ ¢ Ly pro kazdé a € C.

Q ¢ ¢ L.

v
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Heavisideova funkce

Definice (Heavisideova funkce)

Funkce

1, t>0
1(t) = Xjo,400) (1) = {0 i

se nazyvd Heavisideova funkce.

o Umluva: V daléim nebudeme rozligovat mezi funkci f € Lo a funkdi,
kterd vznikne z f dodefinovanim nulou na intervalu (—o0,0).

o Jeli f: R — C takovd, Ze fl[po0)€ Lo, pak podle nasi dmluvy
nerozliSujeme mezi fljg) a f- 1.
@ Je-li 0 <a<b< +oo, pak

Xiap) () = 1(t —a) = 1(t — ).
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Vlastnosti Laplaceovy transformace

Tvrzeni
Necht f,ge Ly aa € C.

Q Z[f(t) +ag®)](s) = Z[f(1)] (s) +aL[g(t)] (s).

@ Jestlize je a kladné rediné &islo, pak £ [f(at)] (s) = 1L [f(1)] (£).
@ Z[c"f(1)] (s)=2Z[f(t)] (s —a).

Q Jestlize je a kladné redlné &islo, pak

LML —a)](s) = e~ ZL[f(t + a)] (s).

Diikaz: Viz pfednaska. |

e Bod @ Ize (s vyuZitim na¥i imluvy) pfepsat do tvaru

L[t —a)l(t —a)](s) = e ZL[f ()] (5) -
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Vlastnosti Laplaceovy transformace

P¥iklad
Q@ ProweCije
L sin(wt)] (s) = 5 a ZLfeos(wt)](s) = 5
Sin(w S _32—|—w2 a COS(Ww S _52—|—w2.
@ ProacCje
1
at _: _
£ [e%sint] (s) = Goartl
© Proa>0je
L1t - a)) (s) = —.
o)
6—2(5—1)
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Vlastnosti Laplaceovy transformace

Véta (O derivaci obrazu)
Jestlize f € Ly, F(s) = Z[f](s),

ay =inf {a € R| f(t)e " je omezend na [0, +00)},
Q={seC|Res>ay},

potom
@ I je holomorfni na €;
2]
F'(s)=—-2Z[tf(t)](s) pro kazdé s € Q.
Dilkaz: Viz prednaska (jen naznak dikazu bodu @). [ |
Ptiklad
Z [te'] (s) = ;
(s —1)
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Vlastnosti Laplaceovy transformace

Véta (O obrazu derivace)

At f € Ly je spojitd na [0, +00). Jestlize f' je funkce z Ly, kterd se rovng
derivaci funkce f skoro vude na [0, +0o0), pak

Z[f' ()] (s) = sZ[f(1)] (s) = f(0).
Dikaz: Viz prednaska.

e AtneNaf,f,...,f"Y e Ly jsou spojité na [0, +00). Jestlize
™) je funkce z Lo, kters se rovna derivaci funkce f("~1) skoro viude
na [0, 400), pak

n—1
2 MW () = "L [FO) (5) = Y LB (0).
k=0
Ptiklad
27 () = .
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Vlastnosti Laplaceovy transformace

Véta (O obrazu periodické funkce)
Jestlize f € Ly je periodicka funkce (na intervalu [0,0)) s periodou
T>0 (Y f(t+T)= f(t) pro kazdé t € [0,00)), pak

T —st
2] (s) = 2O

Dikaz: Vynechdvame. |
Priklad
At
b e Uren[2k — 2,2k — 1),
0, t€Upenl2k—1,2k).
Potom
L)) =
S) = —F—F <.
s(1—e29)
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Konvoluce

Definice (konvoluce)

Necht f,g € Lo. Funkce h = f * g : [0,00) — R definovand predpisem

/f g(t—71)d

se nazve konvoluce funkci f a g.

Jestlize f,g,h € Ly, pak

o fxgé€ Ly,
o frg=g*f
o fx(gxh)=(f*g)*h
P¥iklad
t2
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Konvoluce

Véta (O obrazu konvoluce)

Jestlize f,g € Ly, potom

Z[(f xg))] (s) = Z[f(t)] (s) £ [g(t)] (s) .
Diikaz: Viz prednaska. |

Ptiklad
Q ZL1x1](s) = %
Q Z[txe (S)ZWI—U'

o Neexistuje zadnd funkce 0 € Ly tak, aby .Z [0(¢)] (s) = 1.
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Pohadka o Diracovi

At a € R. Diracova funkce d,(t) by mé&la byt funkce spliujici

/ bl

pro kazdou spojitou funkci f na R. Specidlng tedy

- /_Zéa(t)dt

o Misto dy(t) se pide jen d(t). Casto se také misto d,(t) pike 0(t — a).
@ Diracova funkce d,(t) ale nemiZe byt oby&ejnd funkce. Naivni pohled

5a(t) = {O, t # a,

—+o0, t=a,

vede ke sporu s pozadavkem 1 = [* §,(¢) dt.
@ Diracova funkce je ale objekt, ktery lze v jistém smyslu aproximovat
pomoci vhodné posloupnosti funkci.
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Pohadka o Diracovi

At @n(t) = nx[a,a+%](t)'
@ Pro kaZdou spojitou funkci f na R mame

lim / 7 f(Oen(t) dt = f(a).

n—-+00
@ Uvedend aproximace Diracovy funkce pomoci posloupnosti funkci ¢,
neni jedind mozna.
0 Je-li —oo << B < +o0 a f je vhodna (ne nutn& spojitd) funkce,
pak

B B
| rwsar= tim [ roennar

n——+0o00
@ At a>0a f € Ly. Pak
(b0 * f)(t) = f(t — a);
L 16a(t)] (s) = e .
Specidln& 0« f = fa Z[6(t)] (s) = 1.
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Inverzni Laplaceova transformace

@ Necht komplexni funkce F(s) je Laplaceova transformace n&jaké
funkce z Lg. Jak najit jeji vzor?

@ Pro nalezeni vzoru potfebujeme najit ¥eSeni integralni rovnice

F(s) = /0 T e at.

@ Vzor neni uréen jednozna&n& (funkce z Ly lisici se na mnoZin& miry 0
maji stejnou Laplaceovu transformaci).

Véta (Lerchova véta)

JestliZe f,g € Lo jsou spojité zprava v kaZdém bodé intervalu [0, 00) a
maji stejnou Laplaceovu transformaci, pak f = g.

Dikaz: Vynechdvame. |
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Inverzni Laplaceova transformace

Véta (O inverzi)

Necht f € Ly (dodefinovand nulou na (—o0,0)),
ay =inf {a € R| f(t)e™*" je omezend na [0,+00)}
a f’ je po &dstech spojitd na [0,00). Jestlize F(s) = £ [f(t)] (s), potom

fiH) + ft=) _ 1 /““O"

1
— ts — : ts
5 =9 F(s)e”ds = lim F(s)e* ds,

—ioo 271 b—+4oco L(a,b)

kde a > oy a L(a,b) je dsecka s parametrizaci ¢(7) = a +it, 7 € [=b,b].

Diikaz: Vynechavame.

o LUBIHU=) _ L yatioo pigyets 45 se nazyvs Riemanniv-Mellintv
2 21t Ja—ioco

vzorec a pfimka Re s = a se nazyva Bromwichova linie.
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Inverzni Laplaceova transformace — metoda reziduf

Hledani Laplaceova vzoru f(t) funkce F'(s) pomoci tzv. metody rezidui.

Pfredpokladejme, Ze:

© [ se da rozsifit na funkci holomorfni na C\ M, kde M je spoletnd

mnoZina obsahujici pouze izolované singularity rozsiteni funkce F'.

@ Existuje posloupnost polokruznic

K,={seC||s—a|= Ry, Res <a}

s poloméry R, tak, Ze R, — 400 pro n — 400 a pro kazdé t > 0 je

/ F(s)e®*ds =+ 0 pron — +oo.

n

Potom pro kaZzdé ¢t > 0 je

1 a-+100 . .
t) = — F(s)eds = lim res,, F(s)e’
0 =50 [P ds= tim 3 e, F(s)et,
’U}GMn
kde M, = {s€ M||s —a|l < R,}.
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Inverzni Laplaceova transformace — metoda reziduf

At P,Q jsou polynomy spliiujici st P < st Q. Metodu rezidui Ize pouZit
naptiklad, je-li

° F(s) = Gy
o F(s)= ggsglie =, kde T > 0:
P¥iklad

O Laplaceiv vzor k F(s) = ﬁ je

f(t)=e" —1.

@ Laplacedv vzor k F(s) = ifﬁ Je

f(t) =2cost + 3sint.
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Inverzni Laplaceova transformace — metoda reziduf

P¥iklad
A'E F(S) = m. Vzor k této funkci je
1 ‘ 27mnt
t) = - —
f(®) l—e + Z 2min + 1
Aproximace f tvaru %_ee_t + 2711020_100 % ma graf:

L L L L
1 2 3 4 5
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Inverzni Laplaceova transformace — metoda reziduf

@ Avsak vzorec se souctem rezidui nelze pouzit vZdy!
e Hleddme-li vzor f k F(s) = G(s)e™**, nalezneme nejd¥ive vzor g
k funkci G a poté vyuZijeme toho, Ze f(t) = g(t — a)1(t — a).
Priklad
Q Pro F(s) = ? je vzor f(t) = 1(t — 1), ale formdlIni vyuZiti vzorce
s rezidui by dalo funkci t — 1.
Q F(s)= m ma vzor

1 (t 0 0 Qﬁzn(t 1)
t — | 1(t—1).
1) = 1—e +nz 2min + 1 ( )
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Aplikace — FeSeni rovnic

Pyiklad
Regeni rovnice
y"(t) +y(t) = sint

na intervalu [0, +00), které spliiuje potate¢ni podminky y(0) = ¢/'(0) =0,

je
1 t
y(t) = §sint — §cost, t>0.

‘ /\ C X
AARY,
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Aplikace — FeSeni rovnic

P¥iklad
Regeni rovnice
y'(t) +y(t) =1(t) = 1(t - 1)

na intervalu [0, +00), které spliiuje po&ateéni podminku y(0) =1, je

yt)=1-(1-e""1(t-1), t>0.

v
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Aplikace — FeSeni rovnic
Priklad
ReZenf rovnice
t
y(t) =et — 4/ cos(2T)y(t — 7)dr
0
na intervalu [0, +00) je

y(t) = 5e ! —4e72 —8te™?, t>0.
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Aplikace — FeSeni rovnic

Pyiklad
Regeni rovnice
%y 0%

M2 922
na [0, +o0) x [0, 7] spliiujici podminky
O y(t,0) = y(t,m) = 0 pro kazdé ¢t > 0,
@ y(0,z) =sinz pro kazdé = € [0, 7],
o %(O,x) = 0 pro kazdé z € [0, 7]

je

y(t,x) = costsinz, (t,z) € [0,400) x [0,7].
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Aplikace — teorie Fizeni

UvaZme systém popsany soustavou

kde A € M(C), B € M ;(C) a
funkce.

Q

€ M ;(C) jsou matice a u je vhodna
Terminologie:

@ u ... vstup.

@ X ... stav.

@ y ... vystup.

@ Impulzni odezva je vystup h systému odpovidajici vstupu u = 9, kde &

je Diracova funkce, a pocateéni podmince xy = 0.

e H(s)=Z[h(t)](s) ... prenosova funkce.
Déle nebudeme rozliSovat mezi prenosovou funkci a jejim holomorfnim
rozsifenim na co nejvétsi oblast v C.

Martin Bohata Komplexni analyza Laplaceova transformace 26 /28



Aplikace — teorie Fizeni

o Je-li dan vstup u a pocateéni podminky xo = 0, pak Laplaceova
transformace vystupu je

Y(s) = C(s1 — A)"'BU(s).
kde U(s) = .Z [u(t)] (s).
@ Pt¥enosova funkce je proto raciondlni funkce tvaru
H(s) = C(s1 — A)"'B.

e Pdly funkce H(s) jsou podmnoZinou spektra matice A.
o Rekneme, Ze systém je stabilni, jestlize existuje M > 0 tak, Ze pro
xp = 0 a pro kaZdy omezeny vstup v € Lg je

sup [y(t)] <M sup [u(t)].
t€[0,+00) t€[0,+00)

@ Systém je stabilni pravé tehdy, kdyz viechny pdly pfenosové funkce
leZi v poloroviné Re s < 0.
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Aplikace — teorie Fizeni

e UvaZme linedrni lomené zobrazeni (nazyva se Tustinova
transformace):
2(z—1)

f(z):m,
kde T > 0.

o At K = {z € C||z| = 1}. Pak

f(K)={2€ C|Rez=0}U{oc},
f(U(0;1)) ={z € C|Rez < 0}.

@ Funkce
G(z) = H(f(2))
je prenosova funkce n&jakého diskrétniho systému.

o Plati, Ze diskrétni systém s pfenosovou funkci G(z) je stabilni pravé
tehdy, kdyZ systém s p¥enosovou funkci H(s) je stabilni.
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