Laurentovy rady, izolované singularity a rezidua

Zadani
1. Urcete koeficienty u mocnin (z—12)"° (2 —:)!, (z—14)! a (2 —7)? v Laurentové
rade
- 2
Z 712‘; (z _i)3n+8'
n=—4
2. Naleznéte rozvoj funkce
622
URREETE

do Laurentovy fady na co nejvétsim mezikruzi se stredem v bodé 1 a vnitfnim
polomérem r = 0 a toto mezikruzi urcete.

3. Naleznéte rozvoj funkce
f(z) =

do Laurentovy fady na co nejvétsim mezikruzi se stfedem v 0 a vnéjsim po-
lomérem R = +o00 a toto mezikruzi urcete.

»2

4. Rozlozte funkei f(z) = ZQZQ do Laurentovy fady

(a) na prstencovém okoli bodu zg = 1;

(b) na okoli bodu zy = 0.

5. Rozlozte funkci f(z) = ;i; do Laurentovy fady

(a) na prstencovém okoli bodu zy = 2i;
(b) na okoli bodu zy = o0;

(c¢) na mezikruzi se sttedem v bodé i, které obsahuje bod —i.

6. Rozlozte funkei f(z) = Wl(zf?’) do Laurentovy fady na mezikruzi daném

nerovnostmi 1 < |z| < 3.
7. Urcete typ izolované singularity funkce f(z) v bodé zy, jestlize

(a) f(z)=>">, ”22;”5"(2 — 3i)* na P(3i) a zg = 3i;

(b) f(z) =33 %t pna P(0) a 2o = 0.

n=—00 |n|!

8. Vysettete vSechny izolované singularity funkce f(z), jestlize
(a) f(2) = oo
(b) f(2) = 5
_ 1
(C> f(Z) T 2%°(2—cos2)(2—3) "
9. Naleznéte funkci f tak, aby



(a) bod ¢ byl koten nésobnosti 2 funkce f a bod 1 — 2i byl pdl fadu 4 funkce
f;

(b) bod 0 byl odstranitelnou singularitou, bod 1 byl pél fddu 3 a bod —1 byl
podstatnou singularitou funkce f.

10. Urcete reziduum funkce f(z) v bodé zy, jestlize

(a) f(z) =S 22 (z4+1)" " na P(—1) a zp = —1;

n=3 3n—2

(b) f(z) =S, CO% (2 — ) na P(i) a 2 = i;

n=—3 |n|!

(C) f(Z) = j;zo_lo n2—|7—122n27n73 na P(O) a zZyg = 0.
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11. Urcete reziduum funkce f(z) = v bodé zy = 0.

12. Vysettete vSechny izolované singularity (v C) funkce f(z) a spoctéte v nich
reziduum, jestlize

cosz .

(a) f(2) = s
(b) f(2) = si5tsms
(c) f(2) = ok
(d) f(2) = oz
(0) flz) = gtes
(1) 1) = s
13. Naleznéte hlavni ¢dst Laurentovy fady funkce f(z) = Z’zs% na prstencovém
okoli bodu 0 a urcete resy f(z).
z+1

14. Naleznéte hlavni ¢ast Laurentovy fady funkce f(z) = na prstencovém

okoli bodu 0 a urcete resy(4z — 3) f(z2).

e Z—1+4=z

15. Je dana funkce

1
28 — 426"

f(z) =

(a) Naleznéte Laurentovu fadu funkce f(z) v maximéalnim prstencovém okoli
bodu zg = 0 a toto okoli urcete.

(b) Vysetfete vsechny izolované singularity (v C) funkce f(z).

(¢) Vypoctéte rezidua ve vsech izolovanych singularitach.

(d) Urcete k € N tak, aby resz¥f(z) = —1.

16. Je dana funkce +1
z
RE(ERD

(a) Naleznéte Laurentovu fadu funkce f(z) v maximélnim prstencovém okoli
bodu zg = 0 a toto okoli urcete.



(b) Klasifikujte vSechny izolované singularity (v C) funkei

)= f() b=+ I

Dale naleznéte reziduum funkei g(z) a h(z) v bodé zo = 0.



Vysledky

1.
2.

10.

11.
12.

At a, je koeficient u (z —4)". Pak a_;0 =0, a_; = —8,a; =0 a ay = 0.

+oo  2nt3e2 (

—1)" pro 0 < |z —1].

n=—3 (n+3)!
e, %z pro 0 < |z].
(a) f(z) =3 (-1 (n+2)(z—1)" pro0 < |z — 1| < 1.
(b) f(z) =302 yz " pro |z| > 1.
(a) f(z) = 2L + 3000 ) s (2 — 20)" pro 0 < |2 — 2i] < 4;
(b) flz) = 300, XICD 8 b [2] > 2
(c) f(z) =3 0%@ — )" 4+ 20 e pro 1< |z — i < 3.

f(Z)— 4Zn 022213_7112130=03,5%p1”01<|2‘<3.
a) Pol radu —8;

b

Podstatna singularita.

b) 2z = 1=, k € Z\ {0}, jsou pély Fddu 2;

(c¢) 0 pétindsobny pdl, 3 jednoduchy pdl a 2kw + iln (2 + \/3), kde k € Z,
jsou jednoduché podly.

N

(a)
(b)
(a) —ije jednoduchy pdl, i je dvojndsobny pdl;
(b)
)

(a) Napifklad f(z) = -2

(z—1420)%°

(b) napifklad f(z) = 222 4+ Lo + e

(a) res_y f(z) = §;

(b) res; f(2) = 0;

(c) reso f(2) =3.
reso f(z) = 5.

(a) 0 je pol fadu 2, 7 je pdl tadu 1, resy f(z) = res, f(z) = —

1.
s

(b) 0 je pdl fadu 2, —2 a 1 jsou pdly Fadu 1, resy f(z) = —%, res_y f(z) = 33
ares; f(z) = :2,’,

(¢) z = —1 je odstranitelnd singularita, z = k € Z \ {0} je pdl fadu 1,
res_; f(z) =0 a resy, f(z) = —&tL;

(d) z=0je pdl tddu 2, z = km, kde k € Z \ {0}, je pdl fadu 1, resy f(z) =0
a resy f(2) = 2

(e) 0je odstranitelnd singularita, 27 je pél fadu 1, resy f(z) = 0 arese, f(2) =
1.
on)

(f) 2 = —§ + km, k € Z, jsou jednoduché pdly, res,, = GVl



13. Hlavni ¢ast je %Z%, resg f(z) = 0.

14. Hlavni ¢dst je & + £ reso(4z — 3) f(z) = —3.

15.

16.
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f(2) = S0y~ pro 0 < |2 < 2.
je pdl fadu 6 a £2 jsou pdly radu 1.

res_ gf( ) = %,resof( ) =0, rese f(2) = ig

+ > o(2n+3)2" pro 0 < |z < 1.

Funkce g ma v 0 pdél tadu 21 a v 1 pdl fadu 2, funkce h ma v 0 pdl fadu

20 a v 1 pol tadu 2, resy g(z) = 41 a resp h(z) = 1.



