
Z-transformace

Zadáńı

1. Je dána posloupnost

(an)∞n=0 = (1, 0, 1, 0, 1, 0, . . . ).

(a) Nalezněte Z-transformaci posloupnosti (an)∞n=0.

(b) Nalezněte Z-transformaci posloupnosti (2nan − nan)∞n=0.

(c) Nalezněte posloupnost (an)∞n=0 ∗ (bn)∞n=0, kde b0 = 1 a bn = 0 pro n ≥ 1.

(d) Nalezněte posloupnost (an)∞n=0 ∗ (bn)∞n=0, kde b1 = 1 a bn = 0 pro n 6= 1.

(e) Nalezněte Z-transformaci posloupnosti (an)∞n=0 ∗ (bn)∞n=0 z předchoźıho
bodu.

2. Nalezněte Z-transformaci posloupnosti (an)∞n=0, jestliže

(a) an = sin(ω(n + 2)) pro všechna n ∈ N0, kde ω ∈ C;

(b) an =
∑n

k=0 2k(n− k + 1) pro všechna n ∈ N0.

3. Je dána posloupnost (an)∞n=0, kde

an =
n− 3n

n!
.

(a) Nalezněte Z-transformaci posloupnosti (an)∞n=0.

(b) Nalezněte Z-transformaci posloupnosti (an+2)
∞
n=0.

4. Nalezněte inverzńı Z-transformaci funkce

(a) F (z) = e
5
z−1
z3

;

(b) F (z) = ln
(
z−1
z

)
;

(c) F (z) = 1
z100+1

;

(d) F (z) = z
z2−6z+8

.

5. Je dána funkce

F (z) = ln

(
1 +

4

z2

)
− 1

3z − 2
.

(a) Nalezněte rozvoj F (z) do Laurentovy řady na okoĺı nekonečna.

(b) Určete členy a0, a1, a2 posloupnosti (an)∞n=0, která je inverzńı Z-transformaćı
funkce F (z).

(c) Určete členy c0, c1, c2 posloupnosti (cn)∞n=0 = (an)∞n=0∗(1)∞n=0, kde (an)∞n=0

je posloupnost z bodu (b).

6. Pomoćı Z-transformace nalezněte řešeńı diferenčńı rovnice

yn+2 + 3yn+1 + 2yn = (−2)n,

s počátečńımi podmı́nkami y0 = 0, y1 = 0.



7. Nalezněte řešeńı diferenčńı rovnice

yn+2 − yn+1 +
1

2
yn = 1

vyhovuj́ıćı počátečńım podmı́nkám y0 = 2 a y1 = 3.

8. Je dána posloupnost (an)∞n=0, kde a0 = 1 a an = 0 pro všechna n ≥ 1. Nalezněte
řešeńı diferenčńı rovnice

yn+3 + yn = an

vyhovuj́ıćı počátečńım podmı́nkám y0 = y1 = 0 a y2 = −1.

9. Nalezněte řešeńı soustavy diferenčńıch rovnic

xn+1 = 2xn − yn

yn+1 = xn + 1

vyhovuj́ıćı počátečńım podmı́nkám x0 = y0 = 1.

10. Pomoćı Z-transformace řešte diferenčńı rovnici

yn+1 + 4yn =
n∑
k=0

2k3n−k

s počátečńı podmı́nkou y0 = 4.

11. Pomoćı Z-transformace řešte diferenčńı rovnici

yn+2 +
n∑
k=0

2kyn−k = n

s počátečńımi podmı́nkami y0 = y1 = 0.

12. V závislosti na n ∈ N nalezněte pomoćı Z-transformace součet konečné řady

1 · 2 + 2 · 22 + · · ·+ n · 2n.



Výsledky

1. (a) z2

z2−1 .

(b) z2

z2−4 −
2z2

(z2−1)2 .

(c) (an)∞n=0.

(d) (cn)∞n=0, kde c0 = 0 a cn = an−1 pro n ≥ 1.

(e) z
z2−1 .

2. (a) z3 sinω
z2−2z cosω+1

− z sinω;

(b) z3

(z−1)2(z−2) .

3. (a) Z [an] (z) = e
1
z

z
− e

3
z .

(b) Z [an+2] (z) = ze
1
z − z2e

3
z + z2 + 2z.

4. (a) a0 = a1 = a2 = a3 = 0 a an = 5n−3

(n−3)! pro n ≥ 4;

(b) a0 = 0 a an = − 1
n

pro n ≥ 1;

(c) an =

{
(−1)

n
100
−1, jestliže n = 100(k + 1) pro nějaké k ∈ N0,

0, jinak;

(d) an = 1
2

(4n − 2n) pro n ∈ N0.

5. (a) F (z) =
∑∞

n=1
(−1)n−14n

nz2n
−
∑∞

n=0
2n

3n+1zn+1 .

(b) a0 = 0, a1 = −1
3
, a2 = 34

9
.

(c) c0 = 0, c1 = −1
3
, c2 = 31

9
.

6. yn = (−1)n −
(
1− n

2

)
(−2)n pro n ∈ N0.

7. yn = 2 + 21−n
2 sin

(
π
4
n
)

pro n ∈ N0.

8. yn = 2
3
(−1)n−1 − 1

3

(
1+i
√
3

2

)n−1
− 1

3

(
1−i
√
3

2

)n−1
pro n ∈ N0.

9. xn = 2+n−n2

2
a yn = 2+3n−n2

2
pro n ∈ N0.

10. yn = −2n

3
+ 3n+1

7
− 2 (−4)n

21
+ 4(−4)n pro n ∈ N0.

11. yn = 1
6
(n− 1)(n− 2)(6− n) pro n ≥ 1.

12. 2 + 2n+1(n− 1).


