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Kapitola 1

Euklidovské prostory

Hlavnim cilem této ucebnice je studium vlastnosti funkci zavisicich obecné na n promén-
nych. Takové funkce jsou definovany na n-rozmérném prostoru nebo na jisté jeho pod-
mnoziné. V pripadé funkce jedné proménné je definiécnim oborem nejcastéji interval. Na
prikladech v dalsi kapitole uvidime, ze defini¢ni obory béznych funkeci vice proménnych jsou
mnohem komplikovanéjsi a jejich matematicky popis vyzaduje nové pojmy. Nasim prvnim
tkolem bude proto seznamit se se zakladnimi vlastnostmi vicerozmérnych prostorti a jejich
podmnozin.

1 Euklidovské prostory

Symbolem R” budeme v dalsim oznacovat n-nasobny kartézsky soucin R xR X - - xR mno-
ziny R redlnych &isel. Tato mnozina tvoif n-rozmérny prostor. Napi. R? oznacuje dvojroz-
mérny prostor, tj. rovinu. Jednotlivé prvky mnoziny R™ budeme oznacovat tuénymi sym-
boly @, y, apod. V souradnicovém vyjadieni pro né pouzivime zapis € = (1,22, ...,Zp).
Cisla 1, ...,, nazyvame po fadé prvni az n-tou soufadnici. V piipadé R? nebo R3 bu-
deme casto ddvat prednost oznaceni souradnic = (z,y) a * = (x,y, 2) misto x = (z1, z2)
a x = (x1,x2,x3). Prvky kartézského soucinu R™ se nazyvaji body nebo vektory. Jde o
riznd oznaceni téhoz. Pojmenovani vektor uzivame v situaci, kdy chceme zdtraznit smér,
ktery takovy prvek & € R™ urcuje: v tom pripadé se na & divame jako na vektor zacinajici

v pocatku 0 = (0, ...,0) a koncici v bodé x.
Na mnoziné R™ jsou definovany operace s¢itani a ndsobeni skaldrem (tj. redlnym ¢islem)
nasledujicim zptusobem: Jsou-li @ = (x1,...,2,) a y = (y1,...,yn) dva prvky R™, pak
rT+y = ($1+y17"'axn+yn)a

A = (Axq,...,Azy), AeR.

V R? a R3? jde o bézné s¢itani a nasobky vektort, které zname z fyziky.
Kromé téchto operaci mame jesté skalarni soucin x - y, ktery je definovan vztahem

T-Yy=z1y1 +T2Y2 + -+ TnlYn.

Pravé zavedené operace se souhrné nazyvaji algebraické operace na mnoziné R". Tyto jsou
hlavnim prfedmétem Linearni algebry. Nas kromé této algebraické struktury zajima jesté
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jind vlastnost prostoru R™, tzv. struktura metrickd. Je to struktura zavisla na definovani
pojmu vzdalenosti mezi dvéma body. Podivejme se nejdiive na vzdéalenost bodu x od
pocatku souradnicového systému, tedy od bodu 0 = (0,...,0). Je-li napiiklad n = 2,
vime z Pythagorovy véty, ze vzdalenost bodu (x,%) € R? od pocatku je rovna /x2 + y2.
V R3 je vzdélenost bodu (z,y, z) od poc¢atku \/z2 + y2 + 22. Tato skutecnost je voditkem
pro obecnou definici. Velikosti (normou) vektoru @ € R™ nazyvame ¢islo ||z|| definované
vztahem

lell = /a3 + a3+ + a2
Snadno muzeme ovérit, ze skalarni nasobek se z normy vytyka v absolutni hodnoté:
IAz|| = |A| - ||z|| pro kazdé X € R.

Obzvlast dulezity je geometricky vyznam velikosti rozdilu || — y|| prvka @, y. Oznacuje
totiz jejich vzdalenost. Dilezitd, i kdyz jednoducha, je souvislost mezi velikosti vektoru a
skalarnim soucinem

(1.1) lz|| = V& - x.

Skaldrni sou¢in ma rovnéz geometrickou interpretaci. Méjme dva nenulové vektory « a y.
Pak

(1.2) x -y = || ||yl cosa, tj. cosa = &,
] [yl

kde « je thel, ktery sviraji vektory & a y. Abychom si to ovérili, uvazujme trojihelnik na
obr.1.1(a).

(a) (b)
Obr. 1.1

Délky stran jsou |||, [|y|| a ||z — y||. Kosinova véta v této situaci dava, ze
le = yl* = llz]* + [y — 2llz] |yl cos e
Pouzijeme vztah (1.1) pro druhé mocniny norem a dostaneme
(Z—-y)- (x-y) =z z+y y—2z||yllcosa
Roznésobenim a tpravou prejde rovnice na tvar

—2x -y = =2z lyllcos e,
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coz je ekvivalentni s (1.2). Ve specielnim ptipadé, kdy jeden vektor je jednotkovy, napf.
lly|| = 1, ndm skaldrni soucin « -y udava velikost projekce vektoru & do sméru vektoru y,
viz obr.1.1(b). Uziteény dusledek je, Ze nenulové vektory x a y jsou na sebe kolmé prave,
kdyz jejich skalarni soucin je nulovy.

Nésledujici Véta uvadi zdkladni nerovnosti pro normy vektort, které budeme casto
pouzivat.

Véta 1.1. Pro kazZdé dva vektory x,y € R™ plati
(i) Velikost vektoru je vétsi nebo rovna velikosti jeho slozek, |z;| < ||z||, i1 =1,...,n;
(ii) |z -y| < ||z| ||yl (Schwarzova nerovnost);

(iii) ||z +yll < ||z| + ||lyll (trojihelnikovd nerovnost).

Dikaz. (i) Tato nerovnost je zcela jasna z definice normy vektoru.

(ii) Platnost je zcela zfejmda ze vztahu (1.2). Ukdzeme si ale jesté jiny dikaz, kde
pouzijeme jednoduchy (ale pou¢ny) obrat s kvadratickou nerovnosti. Vztah (1.1) fiké, ze
pro kazda pevné zvolend x,y a kazdé realné ¢islo ¢ € R plati

(tx +y) - (tz +y) = |tz +y|* > 0.
Roznésobenim éiniteltl v této nerovnosti dostaneme
-z +2(x-y) + (y-y) >0,

neboli
llz|]® + 2t(z - y) + [lyl* > 0.

Vyraz na levé strané nerovnosti je kvadraticka funkce proménné ¢ € R. Protoze je stale
nezapornd, muze mit bud jeden dvojnasobny koren nebo nema redlny kotren vibec zadny.
Diskriminant prislusného kvadratického vyrazu je proto mensi nebo roven nule.

D =4(z-y)* —4lz]* |y|* < 0.

Odtud
Az - y)? < 4|z| - ||ly|>.

Vydélenim 4 a odmocnénim pak ziskavidme pozadovanou nerovnost.
(iii) Trojthelnikova nerovnost je jednoduchym dusledkem nerovnosti Schwarzovy. Plati
totiz opét podle (1.1)

lz+yl* = (x+y) - (& +y) = =] +2(z-y) + |y|*.
Proto
e +yl? < [l + 2l -yl + lyl* < Il + 2l lly] + lyl* = (ll + lyl)?*.
Odmocnénim pak dostavame trojihelnikovou nerovnost, coz ukoncuje dikaz. O
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Jak naznacuje terminologie méa nerovnost (iii) geometricky vyznam. Vezméme si pro
ilustraci trojuhelnik, jehoz vrcholy jsou body x, vy, z. Velikosti stran jsou pak vzdalenosti
mezi vrcholy — tedy éisla | — y||, | — 2], ||y — z||. Nerovnost (iii) Véty 1.1 implikuje

lz -yl =l(x—2)+ (z -yl <[e—-=z]+]z -yl

Velikost kazdé strany trojihelnika je nejvyse rovna souctu velikosti dvou zbylych stran.

Mnozina R"™, ve které mame zavedeny vyse zminéné algebraické operace a definovan
skaldrni soucin, se nazyva euklidovsky prostor. (Euklidés z Alexandrie zil na prelomu 4. a
3. stoleti pred nasim letopoctem. Mezi jeho nejznaméjsi matematické prace patii soubor
knih z nazvem ,,Zaklady*, ve kterych shrnul a rozvinul velmi moderni formou veskerou
geometrii své doby).

V euklidovském prostoru muze byt vzdalenost mezi body libovolné velka. V nékterych
situacich se tomu chceme naopak vyhnout. Proto zavidime pojem omezend mnozina.

Definice 1.2. Rekneme, Ze mnozina M C R™ je omezena, jestlize existuje konstanta
K >0 tak, Ze ||x| < K pro kaZdé x € M.

Pro geometrickou predstavu si miuzeme uvédomit, ze podminka v Definici 1.2 rika
presné to, ze mnozina M se vejde do n-rozmérné koule se stfedem v pocatku a polomé-
rem K.

Priklad 1.3. Méjme xg € R™. Koule (n-rozmérnd) o stfedu xy s polomérem a > 0 je
zadana

K={x eR"||x— x| <a}.
Rozepiseme-li podminku || — || < a do slozek, dostaneme v pripadé roviny kruh
(1.3) (& = 20) + (y — y0)* < @,
a v pripadé prostoru kouli
(1.4) (x —20)” + (y —90)* + (2 — 20)* < @®.

To jsou nerovnosti pro kruh a kouli v obecné poloze. Zménime-li nerovnosti v (1.3) a (1.4)
za rovnosti, ziskdme popisy kruznice a povrchu koule.

Modifikaci uvedenych nerovnosti 1ze dospét k popisim elipsy a elipsoidu. Ty totiz
vzniknou z kruhu a koule tim, Ze zménime méritka a souradnych osach. Kruh i koule se
deformuji na elipsu a elipsoid. Matematicky zapis je

)

2 2 2 2
x Y T Y z
atEsh gtptast

Cisltim a, b, ¢ > 0 se ¥ika poloosy. Jejich viznam je takovy, Ze napi. na ose x jsme prohlasili
za jednotkovou délku hodnotu a. Podobné pro ostatni osy.

V dalsi definici se sezndmime s pojmem okoli bodu v euklidovském prostoru.

8
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Definice 1.4. Necht x je bod v euklidovském prostoru R™ a § > 0. KaZdou mnoZinu
Us(x) ={y e R" | [|= — y| < 0}
nazveme (kruhovym) okolim bodu x. KazZdou mnoZinu
Ps(x) ={y e R" | 0 <[z —y|| <5}
nazveme prstencovym okolim bodu x.

Ve dvourozmérném (resp. tfirozmérném) prostoru jsou okolimi daného bodu vsechny
kruhy (resp. koule) se stfedem v daném bodé a polomérem ¢. Okoli tedy muzeme chapat
jako n-rozmérnou kouli opsanou kolem bodu @. Prstencové okoli se od okoli lisi pouze tim,
Ze neobsahuje svuj stied, Ps(x) = Us(x) \ {x}.

Neékdy budeme uzivat struénéjsi zépis U(x), P(x), ... nebude-li nutné specifikovat
velikost okoli. Pomoci pojmu okoli muzeme nyni charakterizovat polohu bodu vzhledem k
mnoziné.

Definice 1.5. Necht x je bod a M je mnoZina v euklidovském prostoru R™. Rekneme, Ze
bod x je

(i) vnitfnim bodem mnozZiny M, jestlize existuje okoli U(x) bodu x tak, Ze

U(x) C M;

(ii) hranié¢nim bodem mnoZiny M, jestlize pro kazdé okoli U(x) bodu x plati soucasné

Ux)NM#£0 a U(x)N(R"\ M) #0;

(iii) vné&jsim bodem mnoziny M, jestlize existuje takové okoli U(x) bodu x, Ze

U(x)NM = 0;

(iv) hromadnym bodem mnoziny M, jestlize pro kazdé prstencové okoli P(x) bodu x
plati
P(x) N M #

(v) izolovanym bodem mnoziny M, jestlize existuje takové okoli U(x) bodu x, Ze

U(x)N M = {x}.

Podivejme se na vyznam jednotlivych pojmt podrobnéji. Vnitini bod mnoziny M je
takovy bod, kolem kterého je mozno opsat okoli lezici celé v dané mnoziné. V ,,sousedstvi®
takového bodu tedy neni nic jiného nez body mnoziny M. Proto je prirozené nazyvat ho
bodem vnittnim. Pro hrani¢ni bod mnoziny M plati, ze kazdé jeho okoli protina jak mno-
zinu M tak i jeji doplnék. Libovolné blizko hrani¢niho bodu jsou jak body dané mnoziny
tak i body jejitho doplnku. To presné odpovida predstavé polohy na hranici.

Zcela origindlnim zptisobem vysvétloval pojem hrani¢niho bodu prof. Eduard Cech
(1893 — 1960), jeden z vyznamnych ceskych matematiki. Traduje se totiz, ze se béhem

9
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prednasky nevdhal vysSplhat do vyse polozeného okna posluchidrny a demonstrovat tak
svou vlastni osobou hraniéni bod mnoziny vSech bodt poslucharny. Historka o Cechové
schopnosti priblizovat abstraktni pojem hraje klicovou roli v detektivnim ptibéhu J.Klimy
»omrt mé rada poezii® [2]. Tato detektivka se odehrava v akademickém prostredi a ¢tenar
v ni najde nejen dimyslnou zapletku, ale i dalsi ndzorné vysvétleni pojmu hraniéni bod
vcetné obrazkového doprovodu.

K vnéjsimu bodu poznamenejme, Ze se nejedna o nic jiného nez o vnittni bod doplnku
dané mnoziny. (Profesor Cech byl opatrny a demonstraci vnéjsitho bodu posluchérny se jiz
vyhnul. Jedné z obéti v detektivce [2] se to bohuzel nepodaftilo.)

Kazdy bod mé vué¢i mnoziné pravé jednu z poloh popsanou v ¢astech (i), (ii), (iii) v
Definici 1.5. Hromadny bod muzeme povazovat za jakysi ,,bod kondenzace“ dané mno-
ziny. V kazdém prstencovém okoli tohoto bodu se totiz musi nachazet alespon jeden prvek
mnoziny M. 7 tohoto faktu ihned vyplyva, ze v kazdém prstencovém okoli lezi dokonce
nekonecné mnoho bodi z mnoziny M: Zvolime libovolné prstencové okoli daného hromad-
ného bodu a v ném bod x; € M. Poté mlzeme zvolit dalsi prstencové okoli o poloméru
mensim nez je vzdalenost bodu @1 od stfedu okoli a zvolit v ném bod xo € M. Opako-
vanim tohoto postupu nakonec ziskame nekonecné mnoho bodi x1, x9,... mnoziny M v
puvodnim prstencovém okoli.

Protipélem hromadného bodu je bod izolovany. Izolované body jsou takové body,
které je mozno od ostatnich bodd dané mnoziny oddélit pomoci jistého okoli. Mame-li
neprazdnou mnozinu M, pak kazdy jeji bod je bud hromadnym bodem mnoziny M nebo
izolovanym bodem M. Vsechny pojmy Definice 1.5 si budeme ilustrovat na nasledujicim
prikladé.

Piiklad 1.6. Necht M = {(z,y) € R? | 22 +¢? < 1, y > 0} U {(3,3)}. Mnozina M
je horni polovina jednotkového kruhu, kde hrani¢ni polokruznice patii k mnoziné M, ale
usecka na ose x nikoli, sjednocend s bodem (3, 3), viz. obr. 1.2.

Yy (37 3) o

o(a) S

Obr. 1.2

Body na obrazku oznacené (a) reprezentuji body vnitini. Body oznac¢ené pismenem (b)
jsou prikladem hrani¢nich bodi. PovSimnéme si, Ze nékteré hraniéni body (na polokruz-
nici) patii do mnoziny M, zatimco jiné (na tsec¢ce) do M nenélezi. Bod (c) je piikladem
vnéjsiho bodu. Bod (3,3) patii do M a je izolovanym bodem. Jako kazdy izolovany bod
je i bodem hrani¢nim. Body (a) a (b) jsou zaroven hromadnymi body mnoziny M.

Definice 1.7. Necht M je mmnozina v euklidovském prostoru. Vnitirek M° mnoziny M
je mnozina vsech vnitinich bodi mnoziny M. Hranice OM mnoziny M je mnoZina vsech
hranicénich bodu. Uzavér M mmnoziny M je mnozina M U OM.

10
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Priklad 1.8. Uvazujme mnozinu M z Piikladu 1.6. Pak
M = {(z,y) | 2* +y* <1,y > 0}

nebot to jsou body lezici v hornim polokruhu mimo ohranicujici kruznici a mimo dsecky
na ose x.

OM = {(2,0) | z € (-1, 1)} U{(z,y) | 2* +y* = Ly > 0} U{(3,3)},
zde je to horni polokruznice s tiseckou na ose x a bodem (3, 3).
M={(z,y) | 2> +¢4*> <1,y >0} U{(3,3)} = M°UdM.

Zkusme zjistit, co je vnitrek a hranice mnoziny Q C R raciondlnich ¢isel. To jsou ¢isla
ve tvaru zlomku p/q, kde p je celé ¢islo a ¢ prirozené. (Zbyld redlnd cisla se nazyvaji
iracionalni.) Zakladni vlastnosti racionalnich ¢isel je, ze v kazdém neprazdném otevieném
intervalu lezi jak raciondlni ¢islo, tak iraciondlni. Odtud ihned plyne, Ze vnitiek Q° = ().
Déle, méjme x € R libovolné. Jeho okoli, je otevieny interval se stfedem v x. Podle vyse
zminéné vlastnosti zasahuje toto okoli jak do mnoziny Q tak mimo ni, tj. bod x je hranicni.
Protoze z byl libovolny bod mnoziny R je hranice 0Q = R.

Povsimnéme si, ze vnitfek M? a hranice M jsou vzdy disjunktni mnoziny,
M°noM = 0.

Mnozina, kterd mé pouze vnitini body je ,,oteviend* v tom smyslu, ze se od kazdého jejiho
bodu muzeme o jisty kousek vzdalit aniz mnozinu opustime. Na druhé strané, obsahuje-li
mnozina celou svoji hranici, pak ji intuitivné povazujeme za uzavienou. To je motivaci
nasledujici dialezité definice.

Definice 1.9. Mnozina M v euklidovském prostoru je oteviena, jestlize je rovna svému
vnitrku. Mnozina M je uzavrena, jestliZe je rovna svému uzdvéru.

Ekvivalentné feceno, mnozina je oteviend, je-li kazdy jeji bod vnitini. Mnozina je
uzavrena, jestlize obsahuje svoji hranici.

Pifkladem oteviené mnoziny v R? je mnozina {(z,y,2) € R? | 22 +y?+22 < 1} — koule
se stfedem v pocatku a polomérem jedna bez hrani¢ni kulové plochy. Prikladem uzaviené
mnoZiny je mnoZina {(z,y,z) € R3 | 22 4+ y* + 22 < 1}. Je to koule se stfedem v poc¢atku
a polomérem jedna obsahujici svoji hrani¢ni kolovou plochu. Mnozina M z Ptikladu 1.6
obsahuje pouze Cast své hranice, a neni proto ani oteviena ani uzaviena. Cely prostor a
prazdna mnozina jsou vzdy mnoziny soucasné oteviené i uzavrené.

Uzavérem kazdé mnoziny vznikne mnozina uzaviena. Uzavér jakékoli mnoziny M si
muzeme predstavit dvéma zpusoby: bud jako nejmensi uzavienou mnozinu obsahujici nasi
mnozinu M, nebo jako mnozinu, ke které priddme jeji hranici.

Protoze vnitiek a hranice jsou disjunktni, je mnozina oteviend pravé tehdy, kdyz jeji
doplnék je uzavieny a naopak.

V dalsim vykladu se chvili zastavime u otazky, které mnoziny maji hromadné body.
Protoze v kazdém okoli hromadného bodu mnoziny M je nekonec¢né mnoho dalsich bodu
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z M, musi byt mnozina M nekonec¢nd. Nekonecnost sama o sobé vSak jesté existenci
hromadného bodu nezaru¢i. Vezméme si napiiklad mnozinu N vsSech pfirozenych c¢isel
jako podmnozinu euklidovského prostoru R. Tato mnozina se sklddd pouze z izolovanych
bodtl. Zadné realné &islo tedy nemize byt jejim hromadnym bodem. Pfirozena ¢isla vak
tvoll neomezenou mnozinu, a proto nas napadne otazka, zda podobny piiklad nekonecné
mnoziny bez hromadnych bodidi nalezneme i mezi mnozinami omezenymi. Odpovéd je
celkem prekvapujici — takovd mnozina neexistuje. Znamena to napriklad, Ze nekonecné
mnoho bodl ve ¢tverci nelze rozmistit rovnomeérné tj. tak, aby se nezhustovaly kolem
néjakého bodu kondenzace. Tato dulezita vlastnost euklidovskych prostoru je dokazana
v nasledujici vété.

Véta 1.10. Kazdd nekonecnd omezend mnozina v euklidovském prostoru md alespori jeden
hromadny bod.

Dtikaz. Postup piredvedeme v R3. Zakladni myslenka je totiz zcela stejnd i v obecném
ptipadé euklidovského prostoru.

Ptedpoklddejme, ze M C R? je omezend nekoneénd mnozina. Pak existuje krychle
K1, kterd obsahuje mnozinu M, K1 D M. Krychle K je trojnasobny kartézsky soucin
néjakého intervalu I, K = I x I x I. Interval I reprezentuje hranu krychle K;. Rozdélime
nyni interval I na dva uzaviené intervaly stejné délky. Provedeme-li toto rozdéleni na kazdé
hrané krychle Kj, dostaneme 8 uzavienych krychli s poloviéni hranou. V jedné z téchto
krychli, ozna¢me si ji Ka, musi lezet nekone¢né mnoho bodt mnoziny M. Tento postreh je
klicovym pozorovanim dikazu a muzeme ho zduvodnit nasledujicim argumentem. Kdyby
v kazdé z délicich krychlich, kterych je koneéné mnoho, bylo pouze koneé¢né mnoho bodu
mnoziny M, pak by M sama byla sjednocenim kone¢né mnoha kone¢nych mnozin, a to je
mnozina konec¢na. To by ovSem bylo ve sporu s predpokladem.

Nyni miizeme pouzit zcela stejnou tivahu pro krychli Ko: Rozdélime ji na 8 krychli s
polovi¢nimi hranami a mezi nimi nalezneme krychli K3, kterd obsahuje nekoneé¢né mnoho
prvki mnoziny M. Postupnym opakovanim této procedury vytvorime posloupnost do sebe
vnorenych krychli

(1.5) KiDKyDKsD---DK;DKijyp---

z nichz kazda obsahuje nekone¢né mnoho elementd mnoziny M, viz obr. 1.3. Hrana i-té
krychle K; je rovna ¢islu
délka([I)
2i—1 °
Diilezité pritom je, ze délky konverguji k nule.

K

Obr. 1.3

12
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Projekce jednotlivych krychli na souradnou osu = tvoii posloupnost do sebe viazenych
uzavrenych intervalt
<a1,bl> D) <a2,b2> IDIERE

Protoze jejich délky konverguji k nule, prunik obsahuje jediny bod. Ozna¢me ho zg. Pro-
jekce krychli na osu y a osu z tvori podobné systémy do sebe viazenych uzavienych in-
tervali. Jejich pruniky oznac¢me postupné yo a zp. Nyni polozime w = (xq, yo, 20). Bod w
lezi ve vSech krychlich z posloupnosti (1.5), a tedy w € (), K;. Nyni jiz neni tézké ovéfit,
ze w je hledanym hromadnym bodem. Zvolme okoli U(w) bodu w. Vzhledem k tomu,
ze délky stran krychli konverguji k nule, najdeme tak malou krychli z posloupnosti (1.5),
ktera se cela vejde do okoli U(w). S touto krychli se ovSem do U(w) vejde i nekonecné
mnoho prvkd mnoziny M. Tim je dtikaz ukoncen. H

Predchozi typ dikazu je takovy, Ze sice zarucuje existenci hromadného bodu, avsak
nikterak neddva navod, jak takovy bod najit. Neni totiz mozné efektivnim zptisobem roz-
hodnout, ktera z dilé¢ich krychli je ta prava, tj. kterd obsahuje nekonecné mnoho bodi.
Takovéto existenéni dikazy (tzv. nekonstruktivni) byly a jsou teréem rtuznych pochybo-
vacl. V jadru vSech vyhrad lezi nepochopeni matematické logiky.

Pomoci okoli bodu mtuzeme zavést pojem konvergence posloupnosti prvka euklidov-
ského prostoru. Intuitivni predstava je, ze mé-li posloupnost (x,) = (x1, @2, ...) konver-
govat k bodu &, musi se prvky «, nachéazet libovolné blizko k . Matematicka formulace
vyjadfuje presné tuto predstavu.

Definice 1.11. Rekneme, Ze posloupnost (x,) pruki euklidovského prostoru konver-
guje k prvku x, jestlize

lim ||z, — x| =0.

n—ro0

Oznaceni je bud lim,,_,~ ©, = « nebo kratce x,, — . Bod « se nékdy nazyva limitni
bod posloupnosti (x,). Konvergenci posloupnosti (,) mizeme formulovat i pomoci okoli
limitniho bodu: @, — @ pravé, kdyz pro kazdé okoli U(x) bodu x existuje index ng, ze
vSechny ¢leny posloupnosti s vy$§im indexem lez v U(x), tj. , € U(x) pro n > nyg.

Priklad 1.12. Mé&jme posloupnost @,, = (vn + 1—+/n, (n+1)/n) bodi v roving. Zjistime,
zda-li konverguje k néjakému limitnimu bodu. Prvni slozka mé limitu

1
hm vn + — n)— hm —_——— = 0
n—>oo( \/>) n—oo y/n + 1+ \/ﬁ

Druh4 slozka mé zfejmé limitu rovnou 1, proto posloupnost konverguje k bodu « = (0, 1).
Pouceni z prikladu je, ze konverguje-li posloupnost bodu k jinému bodu, konverguji i
odpovidajici si slozky téchto bodu. Proto napt. posloupnost a,, = ((—1)", 2) nekonverguje
k zddnému bodu, nebot prvni slozky nemaji limitu pro n — oo.
2 Cviceni
1. Pro jaké vektory x, y v euklidovském prostoru plati | - y| = ||z|| - |ly]| ?

2. Pro jaké vektory x,y v euklidovském prostoru plati ||z + y|| = ||z| + ||y ?

13



HAMHALTER, TISER: DIFERENCIALNI POCET

. Pomoci trojthelnikové nerovnosti ukazte, ze | ||| —||y|| | < ||z—y]| (I tato nerovnost

se nékdy nazyva trojihelnikova, nebot je ekvivalentni s nerovnosti (iii) ve Vétél.1.)

. Na zakladé trojuhelnikové nerovnosti stanovte horni odhad pro vzdalenost dvou

bodii  a y v R3, nachézi-li se x nejvyse ve vzdalenosti 2 od bodu (1,1,1) a y ve
vzdalenosti nejvyse 9 od bodu (100, 50, 50).

. Odvodte nerovnost || Y7 @;|| < > |l || pro vSechny vektory 1, . .., 2, z daného

euklidovského prostoru !

. Diametr mnoziny M je ¢islo definované

diam(M) = sup{||x — z|| | xz,y € M}.

Stanovte diametr mnozin M = {8}, M = (0,1)® a M = (0,1)*. Jaky je diametr
n-rozmérné krychle (0, 1)"?

Urcete vnitiek, hranici a uzavér néasledujicich mnozin:

7.

8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

M = {(z,y) | 2?2 + 22 +y? <3, 22 —da +y? < 0};
M ={(z,y,2) |z +y+2z>1}
M = @3, kde Q je mnozina vSech raciondlnich &isel.
Sestrojte pifklady mnozin v R?, ze

(i) nema zadny vnitini bod,

(ii) nemd zadny hrani¢éni bod,

(iv

)
)
(iii) nemd zadny vnéjsi bod,
) nemd zadny hromadny bod,
)

(v

nemad zadny izolovany bod.

Ukazte, ze uzavér kazdé mnoziny je sjednoceni této mnoziny s mnozinou jejich hro-
madnych bodi.

Stanovte hromadné body mnoziny {(1/n,1/m) | n,m € N}.
Co je doplikem uzavéru dané mnoziny?

Ukazte, ze sjednoceni otevienych mnozin je vzdy oteviend mnozina. Plati stejné
tvrzeni i pro mnoziny uzaviené?

Ukazte, Ze prinik kone¢né mnoha otevienych mnozin je oteviena mnozina. Plati toto
tvrzeni i pro nekonecné mnoho otevienych mnozin? Odvodte disledky pro uzaviené
mnoziny.

14



16.

17.

18.

19.

20.

21.
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Necht M a x jsou mnozina a bod v euklidovském prostoru. Je prirozené definovat
vzdalenost dist(x, M) bodu & od mnoziny M nésledujicim zptusobem

dist(z, M) = inf{||lz —y|| | y € M}.

Bod y, € M se nazyva nejblizsi bod bodu & v mnoziné M (téz nejlepsi aproximace
bodu x prvky mnoziny M), jestlize

Ja — ol = dist(z, M).
Rozhodnéte, zda nejblizsi bod vzdy existuje.
(a) Ukazte, ze bod & € R™ je hrani¢nim bodem mnoziny M pravé, kdyz
dist(x, M) = dist(z,R" \ M) = 0.

(b) Cemu je rovna mnozina vsech bodi, jejichz vzdalenost od dané mnoziny je
nulova?

Pouzitim Véty 1.10 ukazte, ze pro kazdy bod x a kazdou omezenou uzavienou mno-
zinu M existuje nejblizsi bod k bodu & v mnoziné M.

Jaké jsou obojetné, tj. soucasné oteviené a uzaviené mnoziny v eukleidovském pro-
storu ?

Necht x1, 2, 23 jsou body v R3. Definujme mnozinu

3 3
I(:{Z/\ﬂZZ OS)\Z'SLZ/\Z'Zl}.
i=1 =1

Cemu je takovato mnozina rovna, nelezi-li @1, xo, 3 na jedné primce?

Vysetiete konvergenci posloupnosti, jsou-li jejich ¢leny dany:
2n?2 —1 Inn n—2"
@) @ = (T ) o) = (U,

n 4.9n"
= (L) o (A (L))
Vysledky.

1. linearné zavislé, stejné orientované; 2. linedrné zavislé; 4. 11++/14603; 6. 0, V/3, 2, /n;
7. M° = {(z,y) | 2® + 22 +y* < 3, 22 +y? — 4z < 0},
OM = {(z,y) | 2>+ 22 +y* =3, € (1/2, )} U{(z,y) | 2® — 4o +y*> =0,z € (0,1/2)},

M =

{(x,y) |22+ 20+ 92 <3, 2% +y? — 42 < 0);

8 M° =M, 0M = {(z,y,2) |z +y+2=1} M = {(z,y,2) | 2 +y +2 < 1}; 9.
M° =0, oM = R3, M = R3; 12. (0,0),(1/n,0),(0,1/n),n € N; 13. vnittek doplitku;
14. neplati; 15. neplati; 16. nemusi existovat; 17. uzdvéru dané mnoziny; 19. pouze () a
cely prostor; 20. trojihelnik s vrcholy @1, x2, x3; 21. (a) x = (2,0), (b) z = (1/4,1), (c)
limita neexistuje, (d) x = (1/3,e).
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Kapitola 2

Funkce vice proménnych

Ve védnich i technickych oborech se ¢asto setkdavame s veli¢inami, jejichz hodnoty zavisi na
vétsim poctu proménnych. Objem vélce je zavisly na poloméru podstavy a vysce, tlak plynu
na teploté a objemu, zisk ekonomického subjektu na nakladech a cené, napéti v elektrickém
obvodu na hodnotach odpori, kapacit a indukénosti{ jeho prvki, apod. Matematicky aparat
pro popis takovychto zavislosti v systémech s ,, konec¢né mnoha stupni volnosti“ poskytuje
teorie funkci vice proménnych. Tato kapitola je zakladnim tivodem do problematiky.

1 Zakladni pojmy

Funkce n-proménngjch je zobrazeni f: M — R zobrazujici jistou mnozinu M v euklidov-
ském prostoru R” do mnoziny redlnych c¢isel. Mnozina M se pritom nazyva definicni obor
funkce f, ktery se casto oznacuje symbolem D(f). Pokud nebude defini¢éni obor funkce
specifikovan, budeme jim rozumét maximalni mnozinu, na které mize byt dana funkce

definovana.
Je-li ® € D(f) a mé-li slozky @« = (z1,22,...,2y,), pak symbol f(x) znamend strucny
zapis hodnoty f(z1,x2,...,z,). Tento zpusob zapisu budeme casto pouzivat.

Mnozina f(M) = {f(x) | € € M} se nazyva obor hodnot funkce f (na mnoziné M).
Priklad 2.1. (i) Uvazujme funkci dvou proménnych
fla,y) =2® + 3%

(Jiny zptisob zapisu této funkce je pomoci rovnice z = 22 4 y2. Budeme se vice drzet prvni
moznosti.) Tato funkce je definovana v celém euklidovském prostoru R2. Jeji obor hodnot
je mnozina vSech nezapornych cisel.
(ii) Funkce
f(z,y,2) =In(1 — 2% — y* — 2?)
je funkei t¥{ proménnych. Je definovdna na mnoziné viech trojic (r,y, z) € R, pro néz je
argument logaritmu kladny, tj. pro néz plati

x2—|—y2—|—22<1.

Defini¢nim oborem je v tomto pripadé oteviend jednotkova koule se stiedem v pocatku
souradnic. Oborem hodnot je interval (—oo,0).

17
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(iii) Funkce dand predpisem

flx1,22,.. ., 2n) = VX122 Ty

je funkce n-proménnych. Plati pritom

—~

D(f)={(z1,2z2,...,2n) | z122...24 > 0}.

Zde je defini¢ni obor jiz slozitéjsi mnozina. V piipadé roviny, tj. n = 2, je to 1. a 3.
kvadrant. Pro prostor (n = 3) se D(f) sklada uz ze ¢tyr z celkového poc¢tu osmi oktanti.
V obecném R” je defini¢ni obor slozen z 2"~ ! ¢4sti a kazd4 z nich je tvofena takovymi
body x = (z1,z2,...,x,), které maji presné sudy pocet zapornych slozek.

Obor hodnot je interval (0, o).

K popisu funkci vice proménnych je casto uziteéné stanovit mnoziny, ve kterych funkce
nabyvaji stejné hodnoty. Tyto mnoziny nazyvame konstantnimi hladinami. Z konkrétnich
situaci je zname jako vrstevnice, izotermy, izobary, ekvipotencialni hladiny, apod.

Priklad 2.2. (i) Uvazujme funkci
flz,y) = zy.
Hladiny konstantnosti, prislusici danému ¢ € R jsou mnoziny
He ={(z,y) | vy = c}.

Pro hodnotu ¢ = 0 dostavame sjednoceni souradnicovych os, pro nenulova ¢ hyperboly
majici souradnicové osy jako asymptoty. Soustava konstantnich hladin je znazornéna na
obr. 2.1.

<

c>0

N
%

Obr. 2.1

(ii) Podivejme se na konstantni hladiny a defini¢ni obor funkce

z

~

(x,y,z) = arcsin

18
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Vyraz v argumentu funkce arcsin musi byt v absolutni hodnoté nejvyse jedna. Tedy

2]

Pro body z defini¢niho oboru proto plati, ze absolutni hodnota poméru z-tové souradnice
a vzdalenosti od osy z nesmi presahnout hodnotu 1. Geometricky to znamend, ze defini¢ni
obor je sjednocenim dvou kuzeld, jejichz osou je osa z , vrchol je v pocatku a vrcholovy thel
je pravy. Samotny pocatek souradnic pritom do defini¢niho oboru nepatii. Obor hodnot
funkce arcsin je interval (—m/2,7/2). Zvolme ¢ € (—m/2,7/2). Konstantni hladina H.
prislusné této hodnoté je mnozina vsech feseni rovnice

D(f) = {(@.v.2) e B <1 (a.y) # (0,0)}.

. z
arcsin ——— = ¢,

VAR

z
/CCZ + y2
Hladina H. je tedy kuzelovou plochou s vrcholem v pocatku a osou z z niz je vyjmut bod

(0,0,0). Vyjimkou je pripad ¢ = 0, ve kterém dostaneme soufadnicovou rovinu zy bez
pocatku, viz obr. 2.2.

nebo ekvivalentné
= sinec.

c=m/3
& c=17/2
c=0
/ /
a——
@ c=—m/2
c=-—-7/3

Obr. 2.2

Funkce jedné proménné byva casto znazornovana grafem v roviné. Podobnym zpiso-
bem je mozno geometricky vyjadrit i funkei dvou proménnych f(z,y). Tentokrat ovSem
v prostoru tfirozmérném. Pro dany bod (z,y) v zédkladni souradnicové roviné zy mizeme
hodnotu funkce f(z,y) nanést na vertikdlu prochazejici bodem (x,y) — viz. obr. 2.3. Zis-
kdme tak mnozinu Graf(f) = {(z,y,2) | z = f(z,y), (z,y) € D(f)}, kterou nazyvame
grafem funkce f. Prumét grafu do souradnicové roviny zy je pritom defini¢ni obor dané
funkce. V pripadé jednodussich funkci se ¢asto podari stanovit graf pomoci znalosti ana-
lytické geometrie v prostoru. V komplikovanéjsich piipadech mohou pomoci pocitacové
programy.

Piiklad 2.3. (i) Pokusme se znazornit graf funkce f(z,y) = y?> — 2. Prisec¢ikem grafu
této funkce s rovinou zy jsou primky y = x a y = —x. Soustava ostatnich vrstevnic je
dana soustavou hyperbol, jejichz vrcholy lezi na osich x a y. Rez grafu rovinou o rovnici
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z
2= f(z,y)
Yy
T
(x,y)
Obr. 2.3.
y = 0 je parabola z = —z2. Podobné v roviné = 0 je fezem parabola z = y2. Tyto

paraboly spolu se soustavou vrstevnic napovidaji, ze graf ma tvar sedla znazornéného na

obr. 2.4(a).

Obr. 2.4

(ii) VySetiujme funkci f(z,y) = /1 — 22 — y2. Defini¢ni obor této funkce je uzavieny
jednotkovy kruh se stifedem v pocatku. Graf je popsan algebraicky podminkami

z2=+/1—a%2—9y2,
ekvivalentné
x2+y2+22:1, z > 0.

Odtud vidime, ze grafem je horni ¢ast kulové plochy se stredem v pocatku a polomérem
jedna, obr. 2.4(b).
(iii) Znézornéme graf funkce

x

Ty =rrarye

Funkce f je definovana na celé mnoziné R2. Identita

f(_xa _y) = _f(xay)

rika, ze grafem je plocha soumérna vzhledem k pocatku. Pouzitim systému gnuplot je
znazornéna na obr. 2.5. 20
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Obr. 2.5

Kromé funkci s vice proménnymi hraji v teorii i aplikacich dulezitou tlohu i obecnéjsi
objekty — zobrazeni mezi euklidovskymi prostory. Resime-li napifklad soustavu n linear-
nich rovnic o n neznamych, pak feseni je n-tice ¢isel (vystup), ktera zavisi na n? koefici-
entech soustavy a n absolutnich ¢lenech (vstup). Proces feseni tedy muzeme chapat jako
zobrazeni z prostoru R™Y+7 do prostoru R™. Explicitni podoba tohoto zobrazeni je dana
Cramerovym pravidlem. Jiny piiklad si mtizeme vypujcit z elementarni teorie pole. Podle
Newtonova gravita¢niho zakona muzeme gravitacni pole vytvorené jednotkovym hmot-
nym bodem umisténym v po¢atku popsat zobrazenim F: R3\ {(0,0,0)} — R3. Hodnota
F(z,y, z) pritom udava vektor intenzity pole v bodé (x,y, z), tj. vektor

—K

Fx,y,2) = GRS R (z,y, 2),

kde k je gravitacni konstanta.
Kazdé zobrazeni F': R® — R* je mozno reprezentovat pomoci k-tice (F1, Fy, ..., Fy)
funkci n-proménnych splnujicich rovnost

(2.1) F(x1,x9,...,2,) = (Fl(azl,xg,...,xn),Fg(xl,xg, ces @)y, Fr(xy, 29, . .. ,a:n)>

Funkce Fi, ..., Fy nazyvame slozkami zobrazeni F'. Zobrazeni F popisujici vyse uvedené
gravitacni pole mé napt. slozky

—RI
Fl(x7y7z) = \/(1‘2+y2—|—22)3,
_ —RY
FQ(JJ,y,Z) - \/(1’2+y2+2’2)37
—RZ
F3(‘T7y’ Z) =

V(@2 + 2+ 223
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Dtlezitym typem zobrazeni mezi euklidovskymi prostory je zobrazeni linearni, které
je studovano v Linedrni algebfe. Protoze tento typ zobrazeni budeme c¢asto pouzivat, pri-
pomeneme si na tom misté jeho definici a zakladni vlastnosti.

Linedrni zobrazeni F: R"™ — RF je zobrazeni, které splituje néasledujici podminku:

Flaz + py) = aF(x) + BF(y)

pro vechna o, 8 € R, =,y € R™. Kazdé linedrni zobrazeni F': R® — R¥ je pfitom mozno
vyjadrit ve tvaru

(2.2) F(x) = Az,

kde A je jednozna¢né uréend matice typu k xn (k-fadki, n-sloupct). Soucin v (2.2) pritom
chapeme jako maticovy soucéin matice A se sloupcovym vektorem x. Matici A budeme
nazyvat matici linedrniho zobrazeni F.

2 Cvicéeni

Uloha: Naleznéte defini¢ni obor funkce

x2—|—2x+y2
22 =22 +1y? )’

f(w,y)=1n<

Reseni: Vyraz v argumentu logaritmu musi byt kladny, a proto

??4+20+y*  (z+1)7 4y -1

O<:U2—2:U—|—y2_(x—1)2—|—y2—1'
Tedy
(z+1)2+y°—-1 > 0 a
(z—1)2+y* -1 > 0
nebo

(z4+1)2+3y°-1 < 0 a
(x—1)2+y*—1 < 0.
Prvni alternativa reprezentuje mnozinu K, ktera je vnéjskem sjednoceni dvou kruhu se

stfedy v bodech (—1,0) a (1,0) a poloméry 1. Druhd alternativa popisuje prazdnou mno-
zinu. Defini¢ni obor je proto mnozina K.

Uloha: Ve vyrobnim procesu jsou naklady rozdéleny na &istku L uréenou na mzdy a
¢astku K uréenou na ostatni vydaje (investice, suroviny, apod.). Ekonomové odvodili, ze
v nékterych piipadech je celkova vyroba F(L, K) pfi daném rozloZeni nakladu dana tzv.
Cobb-Douglasovou funkei produkce

F(L,K) = cL*K™,
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kde c¢,a, 0 < a < 1 jsou konstanty dané konkrétnimi podminkami. Ukazte, ze zvétsi-li
se k-krat obé slozky nakladf, zveétsi se k-krat i celkova produkce. Jak se zméni produkce
klesnou-li mzdy na polovinu a zdvojnasobi-li se ostatni naklady?

ResSeni: Plati
F(kK,kL) = ck®Lk' K'™% = keL°K'™* = kF(L, K).
Analogicky,

L Le l—a g 1—a 1—2a
F<5,2K>:c2—a? K170 = ¢2172p ([ K).

Produkce bude 2'72% nisobek produkce ptivodni.
Uloha: Teplota T'(z,y) v bodé (x,y) roviny je dana vztahem

T(x,y) =20 + 22 + 49/°.
Urcete v jakém rozmezi se teplota pohybuje a stanovte izotermy.
ReSeni: Jisté plati T(z,y) > 20. Vyraz 22 + 4y> mize nabyt libovolné nezaporné

hodnoty. Obor hodnot funkce T je tudiz interval (20, c0).
Zvolme ¢ > 20. Izoterma je pak ktivka o rovnici

20 4 2% 4+ 4y* = c.

Po tprave

2 2
x
+ =1
c—20 <20
Analytickd geometrie 1ika, Ze tato rovnice reprezentuje elipsu se stfedem v pocatku a po-
loosami v/c — 20, ¥ 20 Soustava izoterm je tedy soustavou elips se stiedy v podatku,

jejichz x-ova poloosa je dvakrat vétsi nez y—nova. Vyjimkou je pripad ¢ = 20, kterému
odpovidé jednobodova izoterma {(0,0)}.

Uloha: Naleznéte defini¢ni obor, konstantni hladiny a obor hodnot funkce ¢tyt promeén-
nych

1
it ai+ad4ai-1

f(x17x27$37$4) =

Reseni: Funkci f miZeme vyjadfit prehlednéji ve tvaru

1
lao]|* —1°

flx) =

Je ziejmé, ze D(f) = {x € R* | ||x| # 1}. Protoze norma ||z|| nabyva libovolné nezdporné
hodnoty, je diky oznaéeni ¢ = ||| obor hodnot funkce f stejny jako obor hodnot pomocné

funkce
1

g(t) = 21
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definované na intervalu (0,1) U (1, 00). Funkce g je na intervalu (0, 1) klesajici s limitami
v krajnich bodech ¢(0) = —1, lim;_,1— g(t) = —oo. Na intervalu (1,00) je také klesajici
s limitami v krajnich bodech lim;_,; 4 g(t) = oo, limy_,o g(t) = 0. Zévérem tedy muzeme
konstatovat, ze obor hodnot funkce f je mnozina (—oo,—1) U (0, c0).

Konstantni hladina odpovidajici hodnoté ¢ € (—1,0) je ddna rovnici

1
lae]|* — 1

1
x| =4/—+1.
c

Kazda konstantni hladina je hranice ¢tyirozmérné koule se stredem v pocatku a polomé-

rem /1+1/c.

= C.

Po tprave

Uloha: Piedpokladejme, Ze vrstevnice funkce f (x,y) jsou soustfedné kruznice, jejichz
polomér se pohybuje v intervalu (0,7), r € R U {oco}. Vrstevnice odpovidajici hodnoté
£(0,0) je {(0,0)}. Ukazte, ze graf funkce f je rotacni plocha, kterd vznikne rotaci grafu
jisté funkce jedné proménné kolem osy z. Ukazte dale, ze funkce s touto vlastnosti jsou

praveé funkce tvaru
f@y) =g(Va? +y?),

kde g je definovana na intervalu (0,7), r € R U {o0}.

ResSeni: Jsou-li vrstevnice viSe popsané soustiedné kruznice pak graf funkce f(z,v)
se nezméni pii rotaci kolem osy z. Skutecné se tedy jedna o rotacni plochu, kterou ziskame
rotaci libovolného fezu grafu funkce rovinou, kterd je kolméa na rovinu xy a prochézi pocat-
kem. Napiiklad je mozno volit rovinu o rovnici y = 0 (souradnicovd rovina xz) a popsat
tak graf funkce jako vysledek rotace grafu pomocné funkce h(z) = f(x,0) nakresleného
v roviné xz.

Druha c¢ast ilohy je jednoduchéa. Soustfedné kruznice se stfedem v pocatku maji za
vrstevnice pravé ty funkce, jejichz hodnota zdvisi vyhradné na vzdalenosti od pocatku —
tedy na vyrazu /z2 + y2. Proto mizeme takovéto funkce jednoduSeji reprezentovat ve
tvaru g(y/22 + y?), kde g je definovdna na jistém intervalu (0,7), r € RT U {cc}.

Uloha: Popiste grafy nésledujicich funkei:
(i) flz,y) =a®+y%
(i) fz,y) = Va? +y%
(i) fo.y) = e vt
Reseni: (i) Zadani funkce bezprostredné odpovida predchozi tloze. Jeji graf je proto

ttvar, ktery vznikne rotaci paraboly z = f(x,0) = 22 lezici v roviné xz kolem osy z.
Vysledkem je povrch rota¢niho paraboloidu zndzornény na obr. 2.6(a).
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2=+ 2= /22 +y?

z z

(a) (b)
Obr. 2.6

(ii) Zde graf vznikl rotaci funkce z = f(z,0) = |z|. Vyslednd plocha je kuzelova a je na
obr.2.6(b)

(iii) Podivejme se, jak vypadaji vrstevnice funkce f(z,y). Pro body (z,y) lezici na
vrstevnici odpovidajici hodnoté ¢ > 0 méme rovnici

(2.3) e~ w Y2y

Ctenal obezndmeny s analytickou geometrii v roviné jiz asi vidi, Ze se musi jednat o kruz-
nice. Skute¢né, po doplnéni na mocniny dvojélentu a tpravé ziskame exponent ve tvaru

—a? =yt =2 —dy—4=—(z+1)* - (y+2)*+ 1
Vratime-li se k rovnici (2.3) mame

e (@+1)?—(y+2)+1

= C,
a po upravach
c
+1)2+(y+2)2%=—In (;)

Bude-li ¢ > e je vyraz na pravé strané v predchozi rovnici zaporny, coz znamena, ze
rovnice Teseni nema. Na druhé strané, je-li 0 < ¢ < e popisuje ziskand rovnice systém
soustfednych kruznic se stfedem v bodé (—1,—2) a polomérem +/—In(c/e). V pripadé
¢ = e kruznice degeneruje na bod (—1,—2). Oborem hodnot funkce f jsou tedy pfipustné
hodnoty ¢, tj. interval (0, e). Podobné jako v predchozi tloze vidime, ze graf vznikne rotaci
jisté kiivky, tentokrat kolem osy rovnobézné s osou z a prochazejici bodem (—1, —2). Tuto
kiivku nalezneme jako prunik libovolné roviny kolmé na podstavu zy a prochazejici bodem
(—1,—2). Volba roviny o rovnici y = —2 d&

2= f(z,-2) = e @D = o= (HD” = p(y),
Graf funkce h je znazornén na obrazku 2.7.
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osa rotace
! Yy
I
I
I
_ 1—(z+1)?

: M-‘r )
I
I x
I

Obr. 2.7

Graf funkce f vznikne rotaci grafu funkce h kolem prislusné osy. Ziskame tak utvar pri-
pominajici sopku Vesuv s vrcholem (—1,—2;¢).

Uloha: Nadmoiska vyska terénu v bodé (z,y) € R? je déna funkei
f(z,y) = 23 + 2% — y* — 9z + 2y — 10.

Urcete reliéf terénu, jestlize se vydame z bodu (0,0) ve sméru (i) pfimky s rovnici y = 2,
(ii) primky s rovnici z = 2.

ReSeni: (i)
f(2,2) = 2® + 2* — 9z — 10.

Dostavame tak funkci jedné proménné (polynom tretiho stupné), jejiz graf je zndzornén
na obr. 2.8(a) a predstavuje hledany vyskovy profil.

Obr. 2.8
(ii) Analogicky jako vyse

f(2,y) = —y* + 2y — 16.

Reliéfem terénu je tentokrat parabola nakreslens na obr. 2.8(b). Rezy grafem funkce f
v ruznych smérech jsou tedy dany funkcemi odlisnych typt. Povsimnéme si také skutec-
nosti, ze rezy grafem funkce f odpovidajicimi v pudoryse pravouhlé siti z = ¢,y = ¢ jsou
pouze posunutim grafi na obr. 2.8(a) a (b) a to ve vertikdlnim sméru. Na graf funkce
f se tedy z jedné strany muzeme divat jako na sjednoceni navzijem posunutych kiivek
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tfetiho stupné a z druhé strany jako na sjednoceni navzajem posunutych parabol. (Tento
typ grafu je rovnéz na obrazku 7.4).

Urcete defini¢ni obory nésledujicich funkei

1.

2.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

N f(x’y7 Z)

flxy) = V-2 +/1—y%
f(x,y) = /sinz cosy;

1
Cfzy) = m;
fzy) = V9 — 22—y

1
- Vi—a?— 2= 22

2 2
|ty —x
f(x,y)— —$2—y2+2$,

T
f(x’ya Z) = ma
. f(z,y) = In(zsiny);

. f,y) = aresin(z + y);
10.

f(xlax%vxn):ln(x%—i_+x%_36)

Ukazte, ze F(tx,ty) = t3F(x,y), kde F(z,y) = 322y — /26 — ¢5.

Naleznéte funkci f(z), je-li (i) f(%) = @, x>0,y # 0 a (ii) f(%) = Ty
y # 0.

Naleznéte konstantni hladiny funkce

(x —a)? +y?
JY) = >0
f(@.y) (x +a)? + y2 ¢
C 11, . . nRT .
Pro n grammolekul idedlniho plynu plati, ze tlak p je roven p = 7 kde R je

konstanta, T je teplota a V' je objem. Popiste izobary.

Dle Poiseuilleho zdkona z fyziologie je odpor R krevni cévy délky [ a poloméru r dan

@
vztahem R = a > 0. Pri jakych hodnotéch [ a r zlistava tento odpor konstantni?

ey

V zavislosti na parametru « stanovte typ konstantni hladiny funkce
fla,y) = ety =2y +1,
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17. Ukazte, ze kazda funkce dvou proménnych, jejiz konstantni hladiny jsou systémem
k
hyperbol y = —, k > 0 je tvaru f(x,y) = g(xy).
x
Nacrtnéte grafy nasledujicich funkei:
18. f
19. f

(z,y)
(z,y)

20. f(x,y) = /4 + 22 + y%
(z,y)

21. f(z,y) = /22 +y%—1;
22. f(x,y) = —2—;—%—;, a,b>0;
23. f(xmy): \/1_ 2;
24. f(z,y) = 2%
25. f(z,y) =lz—y+1f;
2. f(a.y) .
. flry) = ;
Ty ar — oy 2
2y
27. f(x,y)zm;

28. Urcete funkci dvou proménnych, jejiz graf vznikne rotaci funkce z = /= kolem osy z.

29. Pohybujeme se na plose, kterd je grafem funkce f(z,y) = 22 — 3zy? + 15. Vychozi
poloha je bod (1,1, 13). Urcete smér nejvétsiho a nejmensiho stoupani. Navod: po-
rovnejte mezi sebou derivace funkci, které vzniknou ptislusnymi fezy grafu funkce f.

30. Vysetiete, jak typ hladiny konstantnosti linedrniho zobrazeni F': R? — R3 z4visi na
hodnosti h(A) matice A, ktera reprezentuje linedrni zobrazeni F.

Vysledky.

1 (=1,1)% 2. Uppscz(2km, (2k + 1)m) x (27 — 5,2lm + 5) U (=7 + 2rm, 2rm) x (5 +
2sTr, %W + 2s7); 8. 2% +y? # 25 — vSe mimo kruznici; 4. uzavieny kruh 22 + 3% < 9; 5.
oteviend koule 22 + y2 + 22 < 4; 6. otevieny kruh se stfedem v bodé (1,0) a polomérem
1 bez otevieného kruhu se stfedem v bodé (1/2, 0) a polomérem 1/2; 7. R3 bez roviny
y+2=0;82>0,2kr <y< 2k+1)m, <02+ 1)1 <y < (2k+ 2)m; 9. pas
—1—-—2 <y <1-—2z x € R;10. vnéjsek koule — ||z| > 6; 12. (i) f(z) = V1 + 22,
(i) f(x) = x/(1 + 2?); 13. kruznice se stiedy na ose z a pifmka r = 0; 14. pifmky
prochazejici pocatkem; 15. parabola ¢tvrtého stupné; 16. o« = 1 — kruznice se stfedy na
ose y, a > 0 — elipsy, a < 0 — hyperboly, « = 0 — piimky rovnobézné s osou x; 18.
elipticky paraboloid; 19. kuzelova plocha; 20. rota¢ni plocha s osou rotace z vznikla rotaci
hyperboly z = /4 + y? — jednodilny rota¢ni hyperboloid; 21. rotacni{ plocha vznikl4
rotaci ¢asti hyperboly z = y/y? — 1, z > 0 kolem osy z; 22. horni ¢ast elipsoidu se stiedem
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v pocatku a poloosami a, b, ¢; 23. horni ¢ast valce s osou = a polomérem 1; 24. parabolicka
plocha — vSechna posunuti paraboly z = 22 rovnobézné s osou y; 25. éasti dvou rovin;

26. rotace grafu funkce f(x) = ﬁ kolem osy © = —1,y = 1; 27. sjednoceni kiivek
z = xfﬁ lezici v rovindch y = ¢, ¢ € (—o00,00); 28. f(x,y) = /22 + y?; 29. (—1,-6)

— nejvetsi stoupani, (1,6) — nejvétsi klesani; 30. Je-li h(A) = 3, hladiny konstantnosti
jsou body; pro h(A) = 2 to jsou primky; pro h(A) = 1 roviny a pro h(A) = 0 je hladina
konstantnosti R3.
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Kapitola 3

Limita a spojitost funkci vice
promeénnych

1 Limita funkci

Limita popisuje chovani hodnot vysSetfované funkce, blizime-li se k danému bodu. V pfi-
padé funkce definované na reilné ose se k danému bodu muzeme pribliZovat zprava, zleva
nebo soucasné z obou stran. Tomu v jedné proménné odpovidaji pojmy limita zleva, limita
zprava a limita oboustrannd. Jiz v pripadé funkce dvou proménnych, tedy funkce defino-
vané v roviné, mame mnohem vice moznosti, jak se k danému bodu blizit, viz obr. 3.1.

Obr. 3.1

Do libovolné blizkosti bodu v roviné se muzeme dostat po poloprimkach, spiralach,
kruhovych vysecich, apod. Abychom postihli vSechny tyto moznosti v jedné univerzalni
definici, budeme definovat pojem limity vzhledem k mnoziné. V ostatnim je definice vice-
rozmérné limity zcela stejna jako v pripadé funkce jedné proménné.

Definice 3.1. Necht f je funkce definovand na podmnoZiné N euklidovského prostoru.
Predpoklddejme, Ze bod a je hromadnym bodem mnoZiny N. Rekneme, Ze funkce f ma
v bodé a limitu b € R (vzhledem k mnoziné N ), piseme

lim f(x) =0,

Tr—a
xreN
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jestlize pro kazdé okoli U(b) bodu b existuje prstencové okoli P(a) bodu a, Ze
f(P(a)nN) C U(b).

Vyjddreno pomoci merovnosti to znamend, Ze pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze
plati ndsledujict implikace

O<|l®x—al| <d, e N = |f(x)—b| <e.

Pozadavek, ze a je hromadny bod mnoziny N je nutny k tomu, abychom dali hodnoté
limity viibec néjaky smysl. Pokud by a nebyl hromadnym bodem mnoziny N, pak pred-
poklad v implikaci nebude pro mald § splnén a implikace bude automaticky platit pro
jakékoli b.

Pouzijeme-li zépis limg_,q f(x) bez specifikovani mnoziny N, budeme tim rozumét
limitu funkce vzhledem k jejimu defini¢nimu oboru. Funkce f nemusi byt v limitnim bodé a
definovana, tento bod vsak musi byt hromadnym bodem jejiho definiéniho oboru.

Priklad 3.2. Budeme se zabyvat limitou funkce f: R"™ — R

f(®) = |||

v bodé a € R™. Protoze D(f) je cely prostor R™, neni tfeba uvadét, vzhledem k jaké
mnoziné limitu poéitame. Z geometrického nazoru je zfejmé, ze tato limita je rovna normé
llal|. Ovérime si tuto hypotézu piimo z Definice 3.1. K tomu je zapotiebi ukézat, ze
k libovolné zvolenému okoli U bodu ||a|| (feknéme o poloméru ¢) existuje prstencové okoli
P bodu a (feknéme o poloméru 0) tak, ze pro vSechna x € P je f(x) € U. Zapsano pomoci
nerovnosti

(3.1) O<|zx—al|l<d= |||ac||— ||aH‘ <e.
Diky trojihelnikové nerovnosti (viz cviceni 3, Kap. 1) mame
[zl = llall|< = — all.
Implikace v (3.1) bude splnéna napt. pfi volbé § = . Zavérem tak vidime, ze
lim [[z] = |la]

pro kazdé a € R™.

Zcela stejné jako v pripadé funkce jedné proménné je mozno ukazat, ze funkce ma

nejvyse jednu limitu. Dalsi dilezité pozorovani je nasledujici. Predpokladejme, ze

dim, /(@) =

xreN
a ze mame danu jesté néjakou podmnozinu M C N. Je-li bod a rovnéz hromadnym bodem
mnoziny M, pak se nutné musime dostat ke stejné hodnoté b, budeme-li se k bodu a blizit
pouze pomoci bodd mnoziny M. Ma-li tedy naptiklad funkce f limitu v daném bodé,
pak musi mit stejnou limitu vzhledem ke vsem podmnozindm svého defini¢niho oboru.
Tuto skutecnost casto pouzividme pri vySetfovani existence limity a stanoveni jeji mozné
hodnoty.
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Priklad 3.3. (i) Zabyvejme se limitou funkce

2242
,Y) = —— v bodé (0,0).
F@.9) = 17 v bodz (0.0)
Uvazujme nejdiive limity vzhledem k primce y = kx. Podivejme se na hodnoty funkce f
na primce y = kx:
27.2,.2 2
x*k x k
kx) = = .
f(@ k) ot + Kkt 14+ K4
Funkce f je na této primce konstantni. Jeji limita vzhledem k primce y = kx je

k2
1+ k%
Pro rtizné hodnoty k tyto limity vychdzeji rtzné, a proto lim(, ) (0,0 f(2,y) nemtze
existovat.
(ii) VySetfujme existenci limity funkce

2

-y y
f(fE,y) = W v bodé (0,0)

Stejné jako diive budeme zkoumat limity vié¢i primkam y = kx. Pro k # 0 dostaneme

lm  flay) = lim f(z, ka) = lim — 20—
@m0 Y T e T R e k2 T a0 a2 k2
y=kx

Protoze f ma hodnotu nula na souradnicovych osidch, mizeme konstatovat, ze f ma nu-
lovou limitu na vsech primkach prochazejicich poc¢atkem. To nés ovSem jesté neopraviuje
tvrdit, ze f ma nulovou dvojrozmérnou limitu v tomto bodé. Uvazujeme-li totiz limity
pouze po primkéch klesa x i y k nule linedrné, tedy rychlosti ,,stejného fadu“. Bude-li
vsak konvergence x-ovych a y-novych souradnic rozdilnd, mize se chovani vyrazu

CEQy

.’E4+y2

v blizkosti nuly vyrazné zménit. Uvazujme napiiklad parabolu y = 2. Pohybem po této
kiivce klesd x s mocninou prvni zatimco y s mocninou druhou. Pro limitu vaéi parabole
mame

x4 1

lim z,y) = lim f(z,2%) = im ———— = =,
(z,y)—(0,0) f@y) :E~>0f( ) =0zt + 2t 2
y=a?
Tato limita se ovSem lis{ od limit po pfimkéch, a proto f nemé limitu v (0,0).
Tento priklad ilustruje jev, se kterym se jesté setkdme vicekrat a ktery nemd analogii
v jednorozmérném piipadé. Asymptotické chovani funkce vicéi primkam jesté nezarucuje
stejné asymptotické vicerozmérné chovani funkce.

Pri vypoctu vicerozmérnych limit casto pouzivame pravidla shrnutéd v nasledujici véte.
Jejich dukazy jsou naprosto stejné jako v pripadé funkce jedné proménné, a proto je
nebudeme uvadét.
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Véta 3.4. Necht f a g jsou funkce definované na stejné mnoziné v euklidovském prostoru.
Predpokladejme, Ze limg_,q f(x) = b, limg_,q g(x) = c. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(i) limgq(f(2) +g(x)) = b+ c.
(i) limg_q f(x)g(x) = be.

/(@)
g(x)

(iv) Necht existuje limy_p h(t) a necht existuje prstencové okoli P(a) bodu a, Ze f(x) # b
pro x € P. Pak

b
(iii) limg_,q = —, za predpokladu, Ze ¢ # 0.
c

lim h(f(z)) = lim h(t).

r—a t—b
(v) Je-li f < g na jistém prstencovém okoli bodu a, pak b < c.

(vi) Je-li f omezend na jistém prstencovém okoli bodu a a soucasné limg_,q g(x) = 0,
pak i limg_q f(x)g(x) = 0.
(vii) Plati-li pro funkci h na jistém prstencovém okoli bodu a nerovnost f < h < g a je-li
pritom limg_q f(x) = limg—q g(x), pak limg_q h(x) = limg_,q f(x).
Pi#iklad 3.5. (i) Stanovme limitu funkce f(z,y,2) = z?yz v bodé (2,2,1). Podle bodu
(ii) Véty 3.4 je vypocet jednoduchy

lim yz = lim z? lim Y lim z =4-2-1=8.
(x7y7z)_>(27271) (x7y7z)ﬁ(27271) (x7y7z)_>(27271) (x7y7'z)%(27271)
(ii) Stanovme limitu
) sin(2? + y% + 22)
lim 5 5 3
(2,y,2)—(0,0,0) XT“+ Y+ 2

Muzeme vyuzit skutecnosti, ze lim, y ) (0,0,0) 22 + 9% + 22 = 0 a provést substituci ¢ =

int
22 4+ y% + 22. Aplikaci pravidla (iv) Véty 3.4, kde polozime h(t) = %, dostaneme

| sin(2® + > +2%) _ . sint
lim = lim — = 1.
(25,2)—(0,00) 2%+ y? + 22 =0 t
(iii) Uréeme limitu
lim rsin ———.
(2,9,2)—(0,0,0) r—y+z
Na zéklad¢é odhadu 1
sin ——| <1
rT—y+=z
a skutecnosti, ze lim(, ,, .y—(0,0,0) |2] = 0, mdme podle Véty 3.4 (vi), ze
; . 1
lim rsin—— =0
(Ivyyz)H(O,O,O) xTr — y + z

Pro vypocet vicerozmérnych limit neexistuje analogie ,, mechanického* 1’Hospitalova
pravidla, které mame k dispozici pro redlné funkce. Priklady jsou proto vice vyzvou pro
nasi intuici. PTi jejich feseni musime ¢asto kombinovat pravidla Véty 3.4 s vySetfovanim
limit va¢i podmnozindm. Zjistime-li napriklad limitu funkce vici nékteré primce, pak
celkova limita je ji budto rovna anebo vibec neexistuje.
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2 Spojitost funkci

Intuitivni predstava spojitosti zobrazeni je vlastnost, ze body lezici blizko sebe se zobrazi
opét na body s malou vzdéalenosti. Tuto predstavu lze matematicky precizovat pomoci
pojmu limity zcela stejné jako v pripadé teorie funkci jedné proménné.

Definice 3.6. Necht f: M — R je funkce dand na mnoZiné M euklidovského prostoru.
Rekneme, %e funkce f je spojita v bodé xg € M, je-li xg budto izolovany bod mnoziny M
nebo plati, Ze

A f(x) = f(zo).

xeM

Funkce f je spojita, je-li spojitd v kazdém bodé svého definicniho oboru.

Protoze kazdy bod mnoziny M je bud izolovany bod mnoziny M nebo hromadny bod
mnoziny M, mame pojem spojitosti definovany pro vsechny body z M.

Prepiseme-li definici spojitosti pomoci okoli, dostaneme nésledujici ekvivalentni vyja-
dfeni: f je spojitd v @, jestlize pro kazdé okoli U(f(x¢)) bodu f(xg) existuje okoli V()
bodu xq, ze

f(V(zo)) C U(f(z0))-

Je dobré si uvédomit, ze i kdyz jsme definovali spojitost pro funkce, mame ji ve sku-
te¢nosti zavedenu i pro zobrazeni F': R — R* mezi euklidovskymi prostory R™ a R¥.
Podle poznamky na konci predeslé kapitoly, vztah (2.1), je F' = (F1,..., F}) pro néjakou
k-tici funkci F1, ..., Fi. Spojitost F' znamena spojitost vsech slozek.

Dulezita vlastnost spojitych funkci je, ze zachovavaji konvergenci.

Véta 3.7. Necht f: X — R je funkce na euklidovském protstoru X a x € X. Nasledujict
je ekvivalentni:

(i) f je spojitd v x.

(ii) Je-li (x,) posloupnost, Ze lim x, = x, pak lim f(x,) = f(x).
n—oo n—oo

Dikaz. Zacneme s implikaci (i) = (ii). Vime, Ze f je spojitd v & a mame posloupnost

T, — . Zvolme si libovolné okoli U(f(x)). Existuje okoli V(x), ze f(V)x)) C U(f(x)).

Protoze x,, konverguji k x, bude od jistého indexu ng platit &, € V(x), n > ng. To ale

znamena, ze f(xy,) € U(f(x)) pro n > ng.

(ii) = (i). Predpokladdme, Ze plati (ii). Kdyby f nebyla spojita v @, pak existuje jisté
okoli U(f(x)), ze v kazdém okoli V(x) bodu « nalezneme néjaky prvek x s vlastnosti
f(x) ¢ U(f(x)). Volme si nyni okoli V},(x) s poloméry 1/n. V kazdém z nich existuje
bod x,, € Vi, (x), ze f(xn) ¢ U(f(x)). Protoze poloméry okoli V() jdou k nule, musi
platit @, — x. Ale hodnoty f(x,) lezi vSechny mimo okoli U(f(x)), ¢imz je porusena
vlastnost (ii). O

Z Véty 3.4 o limitach funkci ihned vyplyva, které matematické operace zachovavaji
spojitost funkci.

Véta 3.8. Necht [ a g jsou spojité funkce. Pak f+g, fg a S (p7i g # 0) jsou opét spojité.
g

Je-li h spojitd funkce jedné proménné, pak slozend funkce h(f) je spojitd.
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Véta 3.8 tiké, ze jakoukoli manipulaci se spojitymi funkcemi, kterd zahrnuje konec¢né
mnoho aritmetickych operaci a vytvareni slozenych funkci, dostaneme opét spojitou funkeci.
Z téchto duvodi je napriklad funkce

inh 2 _ .2
Flz,y,2) = argsinh(z” —y )e_ tg(yz) 4 cos(xy)

spojitd ve svém defini¢nim oboru.

Priklad 3.9. (i) Funkce f(xz) = ||z| je spojitd v celém euklidovském prostoru. Tato
skutecnost je disledkem Prikladu 3.2. Jiné zdvodnéni plyne také z Véty 3.8.
(ii) Kazda linedrni funkce je spojita. Takova funkce f: R™ — R je vzdy tvaru

f(x1,22,...,2n) = @121 + agx2 + - - - + anZy,

kde ay,a9,...,a, € R jsou konstanty. Bezprostredné z Véty 3.8 vidime, ze funkce f je
Spojita.

V nasledujicim ptikladé uvedeme ukézky nespojitych funkei.

Priklad 3.10. (i) Funkce
1 x>0
fl@,y) = {

-1 x<O.

je nespojita ve vSech bodech lezicich na ose y. Divodem je neexistence limity v zadném
bodé na ose y. Graf po ¢astech konstantni funkce f mé zlom podél osy y.
(ii) Funkce
w22
Flay) = 24 ot (z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0).

nemd dle Prikladu 3.3 (i) limitu v bodé (0,0). Proto nemuze byt v tomto bodé spojita,
ackoliv je napiiklad spojitda vici kazdé primce prochazejici pocatkem.

Nakonec si uvedeme jedno ekvivalentni vyjadreni spojitosti, které uziva otevienych
mnozin. Bude se nam hodit v dalsi kapitole, nebot usnadnuje jisté typy argumentace
tykajici se spojitosti. I zde je na misté poznamenat, ze i kdyz vétu formulujeme pro funkce,
plati i pro zobrazeni mezi euklidovskymi prostory.

Véta 3.11. Mejme funkci f: X — R na euklidovském prostoru X. Pak f je spojitd
pravé, kdyz pro kazdou otevienou mnozinu G C R je vzor f~1(G) oteviend mnoZina v X.

Dukaz. Véta je ve tvaru ekvivalence, musime proto dokazat dvé implikace.
Piedpokladejme, Ze f je spojitd funkce a G C R otevieni. Necht & € f~1(G) je
libovolny bod. Pak f(x) € G a jelikoz G je oteviend, je f(x) jejim vntinim bodem.
Chceme nyni ovéiit, ze & musi byt vnitinim bodem mnoziny f~!(G). Kdyby nebyl, pak
nutné lezi na hranici d(f~1(G)). V tom piipadé existuji body x, ¢ f~(G) konvergujici k
bodu =z,
lim x, = x,

n—o0
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a obrazy téchto bodu lezi mimo G, f(x,) ¢ G. Podle Véty 3.7, ze spojitosti f plyne, Ze

Jim f(zn) = f(z).

Protoze f(x) je vnitini bod G, nemuze byt f(x) limitou posloupnosti f(xy), jejiz ¢leny
jsou mimo mnozinu G.

Obracené, predpokladejme, ze vzory otevienych mmnozin pii funkci f jsou oteviené
mnoziny a méjme x € X libovolny. Dokézeme, ze f je spojitd v .

Méjme okoli U(f(x)) bodu f(x). Jeho vzor f~1(U(f(x))) je podle pfedpokladu ote-
viend mnozina H obsahujici . Mizeme tak najit okoli V(x) bodu x, ze V(x) C H. Potom
vSechny body y € V(x) splnuji, ze f(y) € U(f(x)) a spojitost je ovéfena. O

3 Cviceni
Uloha: Ovéite piimo z definice limity, ze

lim e =1.
(z,y)—(0,0)
ReSeni: Nasim cilem je k danému ¢ > 0 nalézt § > 0 tak, ze pro body = = (z,%)
s normou ||z|| < ¢ plati [e*¥ — 1| < e. RozepiSmne si obé nerovnosti detailnéji. Ta prvni

davé /a2 + y? < 6 a druhd

l-e<eW<l+te

Miuzeme predpokladat, ze 0 < ¢ < 1. Logaritmovanim nerovnosti 1 —e < e < 1 +¢
dostaneme
In(l—¢) <zy <In(l+e¢).

Dolni mez In(1 — ¢) je zdpornd a horni mez In(1 + ¢) kladnd. K danému e ted musime
volbou § zarucit, ze soucin xy lezi v intervalu (In(1 — ¢),In(1 + ¢)). Jak souvisi velikost
sou¢inu xy s normou /2 + y2? Je snadné ovérit, ze

1 1
—5(9«"2 +y?) <y < 5(332 +y7),
t].
Lo o Lo o
—llel? <z < 2|zl

Mizeme tak polozit § = min{y/In(1+¢),/—In(1 —¢)}. Tato volba pii /22 +y2 < §
implikuje

In(l—¢)=—(~In(l —¢)) < -6* < —%(332 +y?) <ay <

< S(@ 497 <8 <In(1+e).

N |

Uloha: Stanovte limitu (existuje-li ) v bodé (0,0) pro funkci
v
V2 + y?
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Reseni: Bod (0,0) je hromadnym bodem defini¢niho oboru, a proto mé tato tloha
smysl. Zkoumani zadané limity vede na vysSetfovani neurcitého vyrazu ,,%“, a tedy na
srovnani velikost{ funkce v Citateli a jmenovateli pro malé hodnoty argumenti. Protoze
xy je polynom druhého stupné ve dvou proménnych, zatimco /22 + y? > |z|, tusime, ze
limita bude nulova. Divodem pro nasi hypotézu je, ze Citatel klesa k nule rychleji nez
jmenovatel. Presné matematické zdivodnéni je nasledujici:

|zy| ly||z|
|f(z,y)] = < = ly|.

vaz+y? o |z|

Fakt, Ze lim(, ;) (0,0) |y = 0, implikuje podle Véty 3.4 (vi), Ze lim(, ) (0,0) f(@,y) = 0.

Jiny zptisob feseni prikladti tohoto typu je zalozen na pouziti polarnich souradnic.
Polérni souradnice popisuji bod (z,y) v roviné pomoci dvojice (g, ), kde ¢ € (0,00) je
vzdélenost od pocatku, ¢ € (0,27) je dhel, ktery svird pruvodi¢ daného bodu s osou z,
viz. obr 3.2.

Obr. 3.2
Plati tedy

T = QCoSy
= psinp.
Transformaci funkce do polarnich souradnic mame

0CoS Y sin
flz,y) = f

= pcos psin .

Nyni

li = i in .
(0:0)2(0,0) f(@y) = Jim, ocospsing

Protoze | cos ¢ sin | < 1 nezavisle na thlu ¢ a ¢ — 0, mame opét podle Véty 3.4 (vi), ze

lim z,y) = 0.
(ff,y)—>(0»0)f< v)
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Uloha: Naleznéte limitu (existuje-li)

—__T _
lim e *2+y2,
(z,y)—(0,0)

Reseni: Vyuzijeme polarnich souradnic. Funkce ma v téchto souradnicich tvar

0 cos @ _cosyp

67 g2 cos?2 ga+g2 sin? » = e 92

1
Vidime, ze tento vyraz zavisi na dhlu ¢: Je-li napt. ¢ =0, je li%l e @ =0.Prop=m/2
o—U4
0
ale dostavame lim e ¢°

0 = 1. Zavér je, ze zadand funkce nemda v bodé (0,0) limitu.
004

Uloha: Stanovte limitu (existuje-li) funkce

2 — 4 —zyz

xyz

f(x7y7z) -

v bodé (0,0,0).

Reseni: Ulohu je mono jednoduchou substituci ¢ = ayz prevést na piipad zkou-

2 Vi—t

mani jednorozmérné limity funkce — pro t — 0. Pomoci I'Hospitalova pravidla
vypocteme:

o 2—v4—-t 1

lim —— = —.

t—0 t 4

Uloha: Vypoététe
22373 — 3x323 + bada?

lim 1,4, 4 1
(1’1,2?2,273,274)%(0,0,0,0) :Ul + 1‘2 + .TS + 1'4

Reseni: Abychom ziskali jistou pfedstavu o vySetfované funkei, pokusime se nejdifve
porozumét jejimu chovani na ose xi, tj. na mnoziné {(z1,0,0,0) | z1 € R}. Zde plati
f(21,0,0,0) = 0. Uvazovana limita tedy budto neexistuje nebo je nulovi. Pro druhou
moznost svéd¢éi intuitivné fakt, ze Citatel zkoumaného zlomku je polynom patého stupné
ve ¢tyfech proménnych, zatimco jmenovatel je takovymto polynomem stupné pouze ¢tyfi.
Zlomek si rozepiSeme na tfi ¢asti:

2x{af — 3a3af + Swde]
o} + 2 + o + 2}

27373 _ 333 5r3x3
:c%—km%—kx%—i—azi :c%%—x%—kxé—i—xi :c%%—x%—kxé—i—xj

Pomoci zndmé nerovnosti |zy| < 3(2% 4+ y?) pouZité pro z = 23 a y = 23 mizeme prvni

séitanec odhadnout
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2x3 13 |221 2323

o +as+as 42| of+ad+ a5+ 2]

1(..4 4
<9 3 (27 + 23) _ rf+ x5
2| =g =l
r]+ x5+ a3+ xy ]+ x5+ a3+ xy
Provedenim analogickych odhadt pro ostatni ¢leny nakonec dostaneme

3 5
|f(z1, 22, 3, T3, 24)| < |21 | + 5\902\ + 5\563’-

Protoze
3 5
lz1] + §!$2| + §|$3| =0,

1m
(xl ;L2,T3 7564)_)(0707070)

mame podle Véty 3.4 (vi)

lim 27373 — 3322 + Sada? _
(11,12,13714)%(0,0,0,0) xil + 1"% + $§ + .',Uji

Uloha: Rozhodnéte zda je mozno nalézt hodnotu ¢ € R tak, aby funkce

(z +y)? ,
fle,y) =3 =—y ' TEY:
c, rz=y=0.

byla spojita v bodé (0, 0).

Reseni: Funkce f je spojitd v bodé (0,0), je-li jeji limita v tomto bodé rovna c.
Otéazka tak vede na zkouméni limity funkce v bodé (0,0). Pokusime se zjistit, co se déje
s hodnotami funkce f, blizime-li se k hranici jejiho defini¢niho oboru, tj. k prfimce o rovnici
y = z. V tomto pripadé mize byt vyraz x —y libovolné maly a to i pii konstantni hodnoté
¢lenu x + y v citateli. Celkové mize byt hodnota funkce blizko hranice definiéniho oboru
libovolné velkd. Formélnéji, volme body (z,y,) na pfimce o rovnici x +y = K, K > 0,

takové, ze jejich slozky x,, a y, navic splnuji

1

Tpn —Yn = —
n

Body (xn,yn) tak vyhovuji témto dvéma rovnicim

1 _ 1 1 1
Tn+yn =K a Tn = Yn =~ tj. xn=§(K+g) a yn=5(

Konverguji k bodu %(K, K), coz pro malé hodnoty K je bod libovolné blizky k pocatku.

Dosazenim do f lze vypocitat, ze
f(@n,yn) = nK>.
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Funkce f je proto neomezend na sebemensim okoli poc¢atku. To vylucuje existenci vlastni
limity v tomto bodé. Zadnou volbou hodnoty ¢ tedy nelze dosdhnout spojitosti funkce f
v bodé (0,0).

Skutecnost, ze funkce f nemd limitu v bodé (0,0) je mozno ilustrovat také pozorova-
nim, ze f méa v bodé (0,0) rozdilné limity vii¢i ose  a vici parabole y = = + 2. Snadny
vypocet prenechdvame ctendri.

Uloha: Ukazte, ze funkce f(x) = dist(a, M) (viz cvideni 16, Kap.1) je spojita.

Reseni: Méjme x € R™ a zvolme si libovolné okolf U.(f(x)) bodu f(z). Chceme nalézt
okoli Vs(x) takové, ze pro vSechna y € Vs(x) plati f(y) € U(f(x)), tj.

1f(y) — f(®)] <e.

Hledané okoli bude mit velikost § = £/2. Ovéfime, ze takto zvolené okoli vyhovuje poza-
davku. Necht y € Vs(x), tj.

9
- < —.
ly -zl <

7 definice funkce f nalezneme body u a v z mnoziny M takové, ze
€ €
f@)+gzle—ul, [ +52ly -l
Nyni pocitejme
f<lly-ul=ly-—z+z—ul <[y -z + |z —ul
€ €
To znamend, ze f(y) — f(x) < e. Podobné provedeme vypocet pro f(x):
f@)<flz—v|]=lz-—y+y—v|<|z-yl+]|y -
€ €
< gtfy+5 =,y +e
A tedy f(x) — f(y) < . Spojenim obou nerovnost{ mame

[f(x) - fly)l <e,

coz jsme chtéli dokazat.

Uloha: Determinant det A prifadi kazdé ¢tvercové matici A fadu n &slo det A. Jestlize
reprezentujeme matici A jako vektorem sestaveny z jejich prvkd, mtzeme funkci ,,det”
chapat jako funkci definovanou na R”Q,

det: R* — R.

Ukazte, ze tato funkce je spojitd. Pomoci spojitosti odvodte, Ze mnozina vsech regularnich
. Y L. . , 2
matic je oteviend mnozina v euklidovském prostoru R™".
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Reseni: Pripomenme, ze determinant je mozno vyjadrit ve tvaru

det A= > ( Parpayazp@) - anpm),
Pell,
kde II,, je mnozina vSech permutaci n-prvkové mnoziny {1,2,...,n}. Funkce det A pro-
ménnych a1, aio, ..., ay, vznikne koneénym souctem a kazdy séitanec je konecny soucin

proménnych. Podle Véty 3.8 je tato funkce spojita.
Reguldrni matice jsou matice s nenulovym determinantem. Mnozina M vSech regulér-
nich matic je

M = {A|det A #0} =det (R {0}).

Mnozina R\ {0} je oteviend a podle Véty 3.11 je i jeji vzor oteviend mnozina.
1. Ovéite na zakladé definice limity, ze

lim 2%+ 3y2 =19.
(z,y)—(4,1)

Vypoctéte nasledujici limity (existuji-li)

1
2. lim xsin— + ysin —;
(z,y)—(0,0) Y x
: 2,2
3. pm SnEyE)

t
4 m 8@,
(xy)—(4,0) Y
3+ y3
lim ﬁ’
(z,y)—(0,0) T2 + Yy

) 14+ zy
6. lim ;
(zy)—(1,2) 1 — 2y

7 g VAo DTHI-L
" (@y)—(0,1) 2+ (y—1)2 ’

x2+y2+xy2'

8. lim
(@y)—(00) @2+ y?

1
1€ T a2 4y2

9. lim 1
(z)—(0,0) 24 + ¢

VIrFI-1
10, lim Y®ri-b

(@y)—(00) T+y

11, lim (22 42"
(x,y)ﬁ(070)< )
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lim In(z + e¥)
im e
(z,y)=(1,0) /22 + 92

1
lim 14 xy)ety;
(967?4)%(070)( v)

ety 1
lim - .
(@y)—(0,0) ||+ |y

1
lim 14 zy) l=1+1vl;
(my)ﬁ(O,O)< )

lim M
(z,,2)—(0,0,0) 2 + y2 + 22’

23711’2:63%4

lim 2 2 2 ok
(21,22,23,24)—(0,0,0,0) \/afl + x5+ x5+ ]

T1t+xo+a3+Tsa.

hm(ﬂ'fl »L2,L3 7x4)_>(0707070) Tr1—x2+x3—x4’

Funkce f ma v bodé xo limitu. Cemu je roven prinik () f(P) brany ptes viechna
prstencova okoli P bodu xg ?

Naleznéte ¢ € R tak, aby funkce

Ty
IR (:c,y) 7é <070)7
flz,y) = || + [y]
C: (may) = (070)
byla spojita.

Naleznéte funkei g(x) tak, aby funkce

22 — o2
fla={ a—y " "7
9(x), T =y,
byla spojitd v R2.
Rozhodnéte zda funkce )
o) =

muiiZe byt spojité rozsifena na R3.

Funkce f(z,y) je pro kazdé pevné x spojitd v proménné y a pro kazdé pevné y spojita

vvvvvv

navic, ze f je monotonni v proménné x. Ukazte, ze pak je f spojita.

Vysledky.

2.0;3.0;4.4;,5.0;6.-3; 7. %; 8. 1; 9. 0; 10. neexistuje; 11. 1; 12. In 2; 13. neexistuje;
14. 0; 15. 1; 16. 0; 17. 0; 18. neexistuje; 19. {limgy_,4, f(x)}; 20. ¢ = 0; 21. g(z) = 2z;
22. nelze — neexistence limity v bodé (0,0,0); 23. a) viz napf. funkci z Piikladu 3.3(ii).
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Kapitola 4

Zakladni vlastnosti spojitych
funkci

V této kapitole se budeme vénovat hlubsim vlastnostem spojitych funkci v euklidovskych
prostorech, které budeme vyuzivat v dalsim vykladu jak v teoretické, tak i v pocetni poloze.
Soustfedime se jednak na spojité funkce definované na uzavienych a omezenych mnozinach
a po té na vztah mezi spojitosti funkce a souvislosti jejiho defini¢niho oboru. Pti odvozovani
uvidime, jak tizce souvisi vlastnosti spojitych funkci se strukturou euklidovskych prostoru,
kterou jsme se zabyvali v Kapitole 1.

1 Spojité funkce na omezenych a uzavienych mnozinach

Prvni princip, ktery si uvedeme, je princip existence maxima a minima spojité funkce
na omezené a uzaviené mnoziné. Tato véta garantuje, ze tloha nalézt extrémy spojité
funkce vice proménnych méa reseni. S jejimi pocetnimi aplikacemi se setkdme v kapitole
o extrémech funkei.

Véta 4.1. Necht f je spojitd funkce na uzavrené a omezené mnozine M v euklidovském
prostoru X . Pak existuji body Tyax, Tmin € M tak, Ze

f(@max) = ;ne%(f(m)

[(@nin) = min [(@).
Dikaz. Budeme dokazovat existenci bodu @p,.x, pripad minima odtud jiz snadno vy-
vodime. V prvni fazi ukazeme, ze funkce f musi byt omezena shora. Tato skutecnost se
nejlépe demonstruje dikazem sporem. Predpokladejme, ze f mlze nabyt libovolné velké
hodnoty. Pak pro kazdé prirozené ¢islo n lze nalézt bod x,, € M tak, Ze

f(xn) > n.

Mnozina A = {x,, | n € N} sklddajici se ze vSech takovychto bodu je nekoneénd podmno-
zina M. Z Véty 1.10 vyplyva existence hromadného bodu x;, mnoziny A. Diky uzavienosti
mnoziny M musi byt &, € M: V opa¢ném pripadé by x; byl vnéjsim bodem a existovalo
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by jeho okoli, ve kterém neni zadny bod mnoziny M. To by bylo ve sporu v vlastnosti
hromadného bodu mnoziny A C M.

K logickému rozporu dojdeme, budeme-li zkoumat, jakou hodnotu by vlastné funkce f
meéla mit v bodé xy. Na jedné strané diky spojitosti mame

f(xp) = lim f(x).

T—Th
xreA

Vybér bodu x,, byl ovSem takovy, ze pro kazdé n je nejen f(xy,) > n, alei f(x,,) > n pro
vsechna m > n. Odtud nadm vyplyva, ze

f(xp) > n pro vsechna n.

Hodnota f(x,) je ale redlné ¢islo, coz je spor.
Skutecnost, ze f je shora omezena znaci, ze supremum jejich hodnot na M je konec¢né.
Oznac¢me si ho
s =sup{f(x) | x € M}.

Pripomenme, ze supremum je charakterizovano nasledujicimi vlastnostmi

(i) f(x) < s pro kazdé x € M,
1

(ii) pro kazdé prirozené ¢islo m existuje @, € M tak, ze s — — < f(xp,) < s.
m

Uzijeme vlastnost (ii) a pro kazdé m vybereme piislusny bod @,,. Mnozinu vsech takto
vybranych bodu ozna¢ime B = {x,, € M | m € N}. Je-li B kone¢nd, pak jeden z je-
jich bodi musi byt bodem maxima a dtkaz je hotov. Je-li B nekonec¢nd, méa opét podle
Véty 1.10 hromadny bod x; € M. Spojitost funkce f a vlastnost (ii) ted dava

f(xn) = lim f(x) = s.

rT—xh
xeB
Tim jsme ukazali, Ze s je ve skutecnosti maximum, nebot se ho nabyva v bodé x; € M.
Pro existenci minima pouzijeme nésledujici ivahu: Zatim mame dokazano, ze kazdd
spojité funkce na M nabyva svého maxima. Specielné i funkce (— f) nabyva svého maxima
v jistém bodé xy. Nyni si stac¢i uvédomit, ze

min(f) = — max(—f)
a vidime, Ze v &g nabyva ptvodni funkce f svého minima. O

Dtisledkem Véty 4.1 je ¢tendari jiz znamy fakt, ze kazda spojita funkce jedné proménné
ma na omezeném uzavieném intervalu maximum i minimum. Dal$im, tentokrate novym
disledkem je, Ze spojitd funkce zobrazi uzavienou omezenou mnozinu vzdycky na uzavie-
nou omezenou mnozinu.

Dusledek 4.2. Necht f: M — R je spojitd funkce definovand na uzavrené a omezené
podmnoziné M C R™ euklidovského prostoru. Pak obor hodnot f(M) je omezend a uzavriend
mnozina.
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Dikaz. Podle Véty 4.1 nabyva f minima a maxima. Obor hodnot je tedy omezend mno-
zina v R. Zbyva ukézat, ze f(M) je uzaviend mnozina, tj. ze f(M) obsahuje vSechny
své hraniéni body. Méjme hrani¢ni bod y mnoziny f(M). To znamend, Ze pro kazdé n
prirozené muzeme nalézt y, € f(M), Ze

lyn —y| <

S |-

~—

Bod y,, je ale obraz néjakého x,, € M, y, = f(x,), takze mame

(4.1) @) —yl < =

n
Polozime A = {x,, | n € N}. Je-li A konecnd, pak y = f(x,) pro néjaké x,, € M, a tedy
y € f(M). Je-li A nekonecné, mé podle Véty 1.10 hromadny bod x;, € M. Jaka je hodnota
f(xp)? Na zakladé spojitosti mame

f(xn) = lim f(x).

T—Th

zeA
Priddme-li k tomu nerovnost (4.1), vidime, ze body f(a,,) se rovnéz blizi k y. To znamena,
ze nutné y = f(xp). Dospéli jsme takto k zavéru y € f(M). Mnozina f(M) obsahuje
vSechny své hrani¢ni body, a je proto uzaviena. O

Posledni vlastnost spojitych funkci na omezenych a uzavienych mnozinach, o které se
zminime, je stejnomérnd spojitost. Tato vlastnost bude klicova pro teorii vicerozmérné
integrace a ¢tenar se s aplikacemi tohoto pojmu setka v [1].

Definice 4.3. Necht f je funkce definovand na jisté podmnoziné M euklidovského prostoru.
Rekneme, Ze f je stejnomérné spojita, jestlize plati ndsledujict tvrzeni: pro kazdé e > 0
existuje 6 > 0 tak, Ze

[f(®) = f(y)| <&, kdykoliv ||x —y| <6, @,y € M.

Funkce je tedy stejnomérné spojita, jestlize pro danou odchylku funkénich hodnot
€ > 0 umime najit takovou vzdalenost § > 0, ze rozdil funkcénich hodnot neptekroci
stanovenou odchylku, pokud budou body od sebe vzdaleny maximalné §. Nezdlezi pritom
vubec na umisténd téchto bodi, ale pouze na jejich vzddlenosti. Proto uvedeny typ spojitosti
nazyvame spojitosti stejnomérnou. Kazda stejnomérné spojitda funkce je spojitd. Opacné
tvrzeni vsak vzdy neplati. Vezméme si naptiklad spojitou funkci v jedné proménné

F@) =2, ze ()

x

Pro zadané e neni mozno nalézt 6 > 0 tak, aby podminka |x — y| < ¢ zarucovala, ze

1 1
- = ‘ < ¢ pro vsechna z,y € (0,1).
r oy

[f(z) = fy)| =

Duvod je v tom, ze blizko nuly je mozno nalézt body x,y s libovolné malou vzdalenosti, a
pritom s libovolné velkym rozdilem funkénich hodnot. Skute¢né, pro prirozend ¢isla n,m

“s 1 1
polozime z = ., y = . Pak

eyl < satimeo  |f(x) ~ f(u)] = m.
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Ukazuje se vSak, ze pokud se omezime na uzaviené a omezené mnoziny, je kazdé spojita
funkce automaticky stejnomérné spojita.

Véta 4.4. Kazdd funkce spojitd na uzavrené omezené mnozine v euklidovském prostoru je
stejnomeérné spojitd.

Dikaz. Argument dikazu se opét opird o stézejni vlastnost omezenych uzavienych mno-
zin z Véty 1.10: obsahuji s kazdou nekonec¢nou podmnozinou i jeji hromadny bod.

Dtikaz provedeme sporem. Predpokladejme, Ze f je spojitd na omezené uzaviené mno-
ziné M v euklidovském prostoru, ale neni stejnomérné spojita. Negaci podminky v Defi-
nici 4.3 dostaneme: Existuje g > 0 tak, ze pro kazdé prirozené cislo n lze nalézt dvojici
bodt x,,y, € M se vzdalenosti

SN

(4.2) ln — Y|l <
(tedy libovolné malou) a rozdilem funkénich hodnot

(4.3) [f(@n) = f(yn)| = €0

Ozna¢ime A = {x,, | n € N} a B = {y,, | n € N}. Alesponi jedna z mnozin je nekone¢n4.
Predpoklddejme, ze A. Podle Véty 1.10 existuje hromadny bod x; mnoziny A. Protoze
M je uzaviena, lezi x; v mnoziné M. Dale, funkce f je spojitd v bodé xp, muzeme tak
nalézt okoli V(x},), ze vSechny body y € V(xp,) spliuji

|f(y) = f(zn)] < 320.

V okoli V(xp) lezi nekone¢né mnoho bodi z mnoziny A a diky podmince (4.2), také
nekonecné mnoho dvojic x,,vy,,. Vezméme si jednu takovou dvojici. Pro ni plati

g0 < [f(mn) = f(yu)l = |f(2n) — f(2n) + f(2n) — f(yn)]
< [f(@n) = f(en)| + [ f(2n) = f(y,)]

1 1 _ 2
< 360 + 360 = 3€0;

cOZ je spor. Il

2 Spojité funkce na souvislych mnozinach

Ptvodni predstavou spojité funkce byla funkce, jejiz graf je mozno nakreslit nepretrzitym
tahem. Ttebaze tato zjednodusujici predstava pozdéji ustoupila, ukazuje na dulezity vztah
mezi spojitosti funkce a souvislosti mnozin. Velice dobfe je napiiklad znama véta, ze
kazda spojita funkce jedné proménné nabyva vSech hodnot lezicich mezi jakymikoli jejimi
dvéma hodnotami. Jinak feceno, obraz intervalu je vzdy interval. Cilem této casti je ukazat
zobecnéni tohoto principu pro spojité funkce na euklidovském prostoru.

Na obrazku 4.1 vidime ¢tyii mnoziny v R2.
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@ 0O

(a) (0) (c) (d)
Obr. 4.1

Mnoziny na obrazcich (a), (b) povazujeme za souvislé, zatimco mnoziny na obrazcich
(c), (d) z nézoru k souvislym nefadime. Jaky je mezi témito pripady rozdil? Posledni
dvé mnoziny se rozpadaji na ¢asti, které je navic mozno od sebe oddélit disjunktnimi
otevienymi mnozinami. Takovyto rozklad se v pripadé prvnich dvou nepodari nalézt. Tim
jsme vedeni k nasledujici definici.

Definice 4.5. Mnozina M v euklidovském prostoru X se nazyvd souvisla, jestlize nee-
xistuji disjunktni otevrené mnoziny O1,02 v X takové, Ze

(i) M C O1UOs,
(i) O1NM a O3 N M jsou neprdazdné mnoziny.
Otevrend souvisld mnozina se nazyvd oblast.

Naézornost této definice bude zretelnéjsi, podivame-li se na jeji opak, tj. kdy je mnozina
nesouvisld: V takovém pripadé existuji mnoziny O; a Oz s vlastnostmi (i) a (ii), které ndm
rozlozi mnozinu M na dvé disjunktni ¢asti, M = (M N O1) U (M N O3).

Trividlni priklady souvislych mnozin jsou @) a jednobodovd mnozina. V pripadé ote-
vienych mnozin se definice souvislosti velmi zjednodusi, jak uvidime pozdéji. Diive nez
se budeme zabyvat souvislymi mnozinami ve vyssich rozmérech, podivime se na piipad
realné osy. Zde je situace prehledna:

Véta 4.6. Souvislé mnoZiny v R jsou prdvé intervaly, jednobodové mnoziny a mnozina
prazdnd.

Dikaz. Véta tvrdi v zadsadé dvé véci. Za prvé, kazdy interval je mnozina souvisla. Za
druhé, kazda souvisld mnozina v R, kromé nezajimavého pripadu mnoziny jednobodové a
prazdné, je interval.

Nejdiive dokazeme prvni tvrzeni. Uvazujme interval I C R. Pripusfme, Ze I neni
souvisly, tj. existuji oteviené mnoziny O; a Oz majici vlastnosti (i) a (ii) z Definice 4.5.
Zcela jisté tedy mizeme vybrat prvky x € I N Oy ay € I N Oz a predpokladat, ze xz < y.
Protoze O; je oteviend mnozina, musi existovat ¢ > x tak, ze (x,t) C I N O;. Podivejme
se nyni na horni mez pro takovato t, tj. polozme

s =sup{t| (z,t) CO1 NI}

Toto supremum je jisté konecné, nebof napr. musi byt s < y. Samotné supremum s ovSem
do mnoziny O; jiz patrit nemtze — kdyby ano, pak by diky otevienosti O; existovalo ¢islo
s’ > s takové, Ze (x, s’) C O1NI. To je ale ve sporu s volbou s jako suprema. Protoze s € T
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a 01U Oy pokryva I, zbyva jen, ze s € Os. To ovsem vzhledem k otevienosti mnoziny Os
znamend, ze existuje takové u < s pro které je (u,s) C Os. Specielné vidime, ze u € Os.
Pak ovSem u nemize byt v O1, a proto musi byt alespon tak velké jako s, s < u. Coz je
spor. Kazdy interval je tedy souvislda mnozina.

Predpoklddejme nyni, ze M je souvisld mnozina v R, ktera obsahuje alespon dva body.
Ukéazeme, ze M je interval. K tomu postacéi ovérit, ze s kazdymi dvéma body x,y € M
obsahuje M vSechny body lezici mezi nimi, tj. cely interval (z,y). Kdyby tomu tak nebylo,
pak existuje t, x < t < y, které neni v mnoziné M. Polozime-li

01 = (—o0,t) a Oy = (t,00),

ziskame dvé oteviené disjunktni mnoziny. Vzhledem k tomu, ze xt € O1NM ay € O2NM,
jsou obé mnoziny O1 N M, O N M neprazdné. A protoze M C O1 U Oo, spliiuji mnoziny
01 a Oy pozadavky (i), (ii) Definice 4.5. Mnozina M tedy nemize byt souvisld, a to je
hledany spor. Dikaz je ukoncen. O

Pokusime se nyni charakterizovat oblasti (tj. souvislé oteviené mnoziny) v obecném
euklidovském prostoru. Véta 4.6 1ikd, ze jediné netrividlni oblasti v R jsou oteviené in-
tervaly. To jsou mnoziny, které s kazdymi dvéma body obsahuji i celou spojujici tsecku.
Analogicka charakterizace je mozna i pro vyssi dimenze, nahradime-li tsecky lomenymi
carami. Pripomenme si, ze usecka spojujici dva body x,y v euklidovském prostoru je
definovana jako mnozina

T={te+(1—-t)y|te(0,1)}.

Zcela stejné jako ve Vété 4.6 probiha dikaz, ze tsecka v euklidovském prstoru je sou-
visla mnozina. Nebudeme ho zde proto znovu vypisovat. Nazvem lomena ¢ara oznacujeme
sjednoceni na sebe navazujicich tsecek.

Véta 4.7. Necht G je mnozina v euklidovkém prostoru.
(i) Lze-li kazdé dva body mnoZiny G spojit lomenou carou L C G, je mnozina G souvisld.

(ii) Je-li G souwvisld a navic otevrend (tj. oblast), pak lze kaZdé dva body z G spojit
lomenou carou L C G.

Poznamka 4.8. Bod (i) nAm déva pohodlné kriterium pro testovani souvislosti. Bod (ii)
pak 1ika, ze v pripadé oteviené mnoziny, je toto kriterium primo ekvivalentni souvislosti
mnoziny.

Dikaz. (i) Predpokladejme, ze G je mnozina, jejiz kazdé dva body lze spojit lomenou
carou L lezici v G. Cilem je dokazat, ze G je souvisla. Postupujme sporem. Kdyby nebyla
souvisld, pak existuji oteviené disjunktni mnoziny O; a Os takové, Ze

G C 01U Oy, Gﬂol#Q a GﬂOQ#@.
Zvolme x € GN Oy ay € GN Oz. Vime, ze 1ze najit lomenou ¢aru L spojujici  a y.

Céra L je sjednocenim kone¢né mnoha na sebe navazujicich tisecek. Alespon jedna z nich,
oznac¢me ji T, nepatii celd ani do O1, ani do Oy. Pak ovsem O1 NT, O, N'T je rozklad
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usecky na mnoziny vyhovujici podminkam (i), (ii) v Definici 4.5. To je spor, nebot to by
znamenalo, ze UseCka neni souvisld. Tim je dikaz je proveden.

(ii) Necht G je oblast v euklidovském prostoru. Ukazme, ze kazdé dva body z G je
mozno spojit lomenou ¢arou, kterd je podmnozinou G. Zvolme proto libovolny bod « € G
a definujme si pomocnou mnozinu G4 bodi dosazitelnych z  pomoci lomené ¢ary

Gz = {y € G | y lze spojit s & lomenou carou L C G}.

Ptimo z definice mnoziny G4 vyplyva, ze Gy C G. Podafi-li se odvodit, ze G, = G, bude
ditkaz hotov. Necht y € G4 je libovolny bod. Protoze lezi také v G, je mozno nalézt okoli
U(y) C G. Kazdy bod z tohoto okoli snadno spojime tseckou s jeho stiedem. Timto se
na kazdy bod z okoli U(y) také dostaneme z bodu x po lomené ¢are lezici v G. Proto
U(y) C Gz, a to znamend, ze G4 je oteviena mnozina.

Kdyby zbyld ¢ast G \ G byla neprazdnd, tak stejnou tivahou jako vyse zjistime, Ze
je oteviend: je-li bod y € G\ Gy, tj. ,nespojitelny” s bodem x lomenou ¢arou, musi byt
nespojitelné i vsechny body v jeho okoli. Takze kolem y existuje okoli U(y) C G\ Gy,
a proto je G\ Gg rovnéz oteviend. Pak G = G, U (G \ G) je disjunktnim sjednocenim
neprazdnych otevienych mnozin, coz je ve sporu se souvislosti G. Ukézali jsme tim, ze

G\ Gy =0, tj. G = Gy 0

Véta 4.7 1ika, Ze oteviend mnozina je souvisla pravé tehdy, kdyz se z kazdého vychoziho
bodu v dané mnoziné dostaneme po tseckach do libovolného jiného mista aniz mnozinu
opustime. Prisnéjsi pozadavek by byl, aby kazdé dva body dané mnoziny bylo mozno
spojit pouze jedinou useckou, ktera je v mnoziné obsazena. Takovéto mnoziny se nazyvaji
konvezxni. Proto kazdéa konvexni mnozina je souvisla. Zdaleka ne vSechny souvislé mnoziny
jsou konvexni. Na obr. 4.2 (a), (b) vidime souvislé a pfitom nekonvexni mnoziny. Obrazek
4.2 (c) zndzornuje konvexni mnozinu.

(@) (b) (©)

Obr. 4.2

Jak uz jsme naznacili na zac¢atku této Casti, dokazeme zobecnéni véty pro funkce jedné
proménné o tom, Ze spojity obraz intervalu je interval. Véta 4.6 ika, ze interval je sou-
visld mnozina. Nabizi se nam tak nasledujici preformulace: spojita funkce jedné proménné
zobrazuje souvislou mnozinu na souvislou mnozinu. Takové znéni je vhodné pro zobecnéni
do vice proménnych, nebot neobsahuje pojem interval. Skute¢né plati

Véta 4.9. Kazdd spojitd funkce na euklidovském prostoru zobrazi souvislou mnoZinu na
souvislou mnozinu.
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Diukaz. Necht M je souvisld mnozina v euklidovském prostoru R™ a f: M — R je
spojitd funkce. Nasim tkolem je ukézat, ze obraz f(M) mnoziny M je souvisld mnozina.
Provedeme dukaz sporem. Predpokladdejme, Ze f(M) neni souvisla. Pak existuji oteviené
disjunktni mnoziny O1, Oz C R oddélujici ¢asti mnoziny f(M), tj. maji vlastnosti

(i) f(M)C O1UO;
(i) f(M)NOy #0, fF(M)N Oy # 0.

Uvazujme nyni mnoziny G; = f~1(01), G2 = f~1(0,). Jako vzory otevienych mnozin
jsou G1, G rovnéz oteviené mnoziny podle Véty 3.11. Déle, z (i) plyne

M C f~HO1UO01) = f7HO1) U fH(02) = G1 U Gs.

A protoze O1 a Oz jsou disjunktni, jsou i jejich vzory G a G4 disjunktni. UkdZeme navic,
7e MNG1 # 0 a MNG4 # (). To ndm zarucuje podminka (ii): mnozina f(M)NO; obsahuje
néjaky prvek y € f(M) N O;. Existuje tak € M, ze f(x) = y. Protoze také f(x) € Oy,
jex € f~1(01) = G1. Dohromady = € M N Gj.

Stejny argument plati i v pripadé M N Gs. Mnoziny G a Gy rozkladaji M na dvé
neprazdné ¢asti, coz je v rozporu se souvislosti. O

Poznamka 4.10. V predeslém diikaze si mizeme povsimnout, ze jsme nikde nevyuzili
faktu, ze hodnoty f(x) jsou redlnd ¢isla. Cely postup, tak jak je napsany, prochazi i v
piipadé, ze f je spojité zobrazend, f: R™ — RF. Vlastné jsme dokézali silnéjsi tvrzent:

Véta 4.11. Kazdé spojité zobrazeni mezi euklidovskymi prostory zobrazuje souvislou mmno-
Zinu na souvislou mnoZinu.

Priklad 4.12. Ukazme, Ze elipsa o rovnici

je souvisld mnozina v R2.

7 analytické geometrie vime, ze danou elipsu je mozno popsat parametricky jako mno-
zinu {(acost,bsint) | t € (0,2m)}. Elipsa je tedy obrazem intervalu (0,27) pfi spojitém
zobrazeni f: (0,2r) — R?

f(t) = (acost,bsint).

Podle Véty 4.9 je tato mnozina souvisla.
Véta 4.9 ma i dalsi dilezity dusledek:

Dusledek 4.13. Obor hodnot spojité funkce definované na souvislé mnoziné je jednobodovd
mnozina nebo interval.

Dikaz. Véta 4.9 iika, ze spojity obraz souvislé mnoziny je souvisla mnozina. Vzhledem
k tomu, ze v R jiné neprazdné souvislé mnoziny nez intervaly a jednobodové mnoziny
nejsou (Véta 4.6), je dusledek dokézén. O
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Priklad 4.14. Pokusime se na zakladé vlastnosti spojitych funkci stanovit obor hodnot

funkce 2y
f(x,y) = poR

Zadand funkce je spojitou funkei definovanou na souvislé mnoziné R? \ {(0,0)}. Oborem
hodnot je tedy interval. Nerovnost |zy| < (2% + y?) k4, ze

1 1
- < <.
Vzhledem k tomu, ze f(1,1) = %, f(=1,1) = —%, musi byt oborem hodnot uzavieny
interval (—%,1).

Jak ukazuje nasledujici priklad na prvni pohled , teoretické“ véty o vlastnostech spo-
jitych funkci mohou mit aplikace i pii reseni zcela pocetnich tloh.
Priklad 4.15. Ukazme, ze néasledujici soustava nelinearnich rovnic o neznamych x,y ma
reSeni
5 ()
= +arctgay —e ———5) =0
g TrCtE Ty TP Ty T y?
z? + y2 = 1.

Ulohu mtizeme pieformulovat na otézku zda spojité funkce dvou proménnych

) (~zry)
T = = Jarctgay — exp| ———5
fla,y) = 5 +arctgzy — exp Yy
nabyva na kruznici se stfedem v poc¢atku a polomérem 1 nulovou hodnotu. Jak jiz vime,
kruznice je souvisld mnozina, a proto ji f zobrazi na interval. Podivejme se na hodnoty f

v bodech (1,0) a (0,1).

=e

[N
N

f(1,0) = arctg0 — e~ >0

1 1
f(O,l):§+arctg0—1:—§ < 0.

Funkce f ma tedy na kruznici alespon jeden nulovy bod. Slozky tohoto bodu jsou Tese-
nim studované soustavy. Hodnoty nezndmych se daji stanovit pouze numericky. Muzeme
napriklad modifikovat metodu bisekce a neustalym délenim obloukti kruznice na poloviny
stejné délky lokalizovat polohu feseni s libovolnou ptesnosti.

3 Cviceni

1. Funkce f definovand na euklidovském prostoru X se nazyva Lipschitzovska, jestlize
existuje L > 0 tak, ze

F(@) — f(y)| < Ll — yl| pro viechna @,y € X.

(a) Ukazte, ze funkce f(x) = dist(x, M) je Lipschitzovska s konstantou L = 1.
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(b) Ukazte, ze kazd4 Lipschitzovské funkce je stejnomérné spojita.
Rozhodnéte zda jsou nasledujici mnoziny souvislé nebo dokonce konvexni.
2 {w e R | o — (1,1)] = 1};
3. {(z,y,2) €R® |22+ 3y + 2 > 1};
4. {x e R" |3 < ||z|| < 5};
5. @2, kde Q je mnozina raciondlnich &isel;
6. {(z,y) eR?* |1 <2®+¢y3<8 >0, y>0}.
7. Ukazte, Ze uzavér souvislé mnoziny je opét souvisld mnozina.

8. Ukazte, ze mnozina M v euklidovském prostoru je nesouvisld pravé tehdy kdyz
existuje neprazdna vlastni podmnozina A mnoziny M takova, ze kazdy bod mnoziny
A mé kladnou vzdélenost od doplinku M \ A a kazdy bod doplnku M\ A mé kladnou
vzdalenost od mnoziny A.

Vysledky.

1. (a) Vzdalenost bodu & od M je alespon tak velkd, jako soucet vzdélenosti  od y a
vzdalenosti y od M: f(x) < ||z — y|| + f(y). Ze symetrie je také f(y) < ||z — y| + f(=x).
Dohromady, |f(x) — f(y)| < |l — y||. (b) Pro e > 0 volime § = ¢/L. Pti ||z — y|| < ¢ je
|f(x) — f(y)] < L|jx — y|| < Lé = €. 2. souvisla, neni konvexn; 3. konvexni; 4. souvisla,
neni konvexnf; 5. neni souvisl4, je pokryta napt. mnozinami [O; = {(z,) | z > V2}, Oz =
{(z,y) | * < V/2}; 6. souvisl4, neni konvexni; 8. Polozime A = (M N O1) U (M N Os), kde
01, O3 jsou mnoziny z Definice 4.5.
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Kapitola 5

Derivace funkci vice proménnych

Derivace je zakladnim pojmem diferencialniho poctu. Pti definici derivace pro funkce vice
proménnych muzeme postupovat dvéma zpusoby. Prvni moznost je uvazovat hodnoty dané
funkce pouze na jisté piimce. Ziskame tak v podstaté funkci jedné proménné, kterou jiz
derivovat umime. Tento pristup vede k definici derivace funkce ve sméru a bude ji véno-
vana prvni ¢ast kapitoly. Derivace ve sméru ma nazorny vyznam a je zakladnim pocetnim
nastrojem. Jeji nevyhodou vsak je, ze poskytuje informaci o chovani funkce pouze vuci
velice specialnim podmnozindm definiéniho oboru — prfimkdm. Abychom ziskali Gplnéjsi
informaci o hodnotach funkce v okoli daného bodu musime definovat silnéjsi pojem — di-
ferencial. Toto pojeti derivace vychazi z myslenky aproximovat prirtstek funkce vhodnou
linearni funkci. Bude mu vénovana druhd ¢ast této kapitoly. Zavérem se zminime o nékte-
rych geometrickych a fyzikalnich aspektech derivace funkci vice proménnych.

1 Smérové a parcialni derivace

Predstavme si nejdiive modelovou situaci. Reliéf terénu je dan funkei f(z,y), kterd bodu
(z,y) v roviné mapy prifadi nadmorskou vysku f(z,y). Nase vychozi poloha na mapé je
bod xg = (70, %0). Zacneme se pohybovat v terénu takovym zptisobem, Ze vektor h € R?
rychlosti v roviné mapy bude stale konstantni. Jinymi slovy, v horizontdlni poloze je néas
pohyb rovnomeérny a pfimocary, viz obr. 5.1.

xo = (20, Yo)

xo + th

Obr. 5.1
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Ptame se, jaké je vertikalni slozka nasi rychlosti. Tato slozka je rychlosti zmény nadmotské
vysky (rychlost stoupani ¢i klesdni) a bude zaviset jak povaze terénu (funkce f), tak na
horizontalni rychlosti (vektor h). Rychlost je vzdy dédna limitou poméru velikosti drahy
a Casu. NaSe pocateéni nadmorskd vyska (¢as ¢ = 0) je f(xo,y0). Za Cas t se na mapé
dostaneme do bodu xy + th a nase nadmorskd vyska bude f(xg + th). Pomér drahy ve
vertikdlnim sméru a casu je
f(xo + th) — f(xo)
t

Ptejdeme-li k limité

(5.1) lim f(xo + ﬂ;) — f(=o)

dostaneme okamzitou vertikalni rychlost v bodé xg. Limita (5.1), jejiz fyzikdlni vyznam
jsme si objasnili, se nazyva derivace funkce f v bodé xg ve sméru h.

Definice 5.1. Necht f: G — R je funkce definovand na otevrené mnozinée G C R"
euklidovského prostoru. Derivaci funkce f v bodé xy € G ve sméru h € X (krdtce
smérovou derivaci) nazgvame limitu

o+ th) — fla)
t—0 t '

0
K oznacend této limity budeme pouzivat symbol 8—£(m0).

Je vidét, ze derivace ve sméru h = 0 je vzdy nulova.

3}
Poznamka 5.2. (i) Predpokladejme, Ze funkce f mé smérovou derivaci —f(aco). Pak

Oh
existuje také derivace f ve sméru vsech nasobkl vektoru h a plati pritom
0 0
B(TJ;L) (x) = Ta—i(m) pro vsechna 7 € R.

Tuto vlastnost mizeme lehce ovérit primo z definice tim, ze provedeme substituci s = t7:

of f@+trh) = f@) _ | fl+sh)— f(x) _

d(Th) () = }/1—13(1) t 5—0 s/t N
h) — 0
g St S _ 01

Fyzikalni vyznam tohoto zjisténi je zrejmy. Budeme-li se v motivac¢ni tivaze pohybovat
po mapé dvakrat tak rychle, zvétsi se i dvakrat nase vertikdlni rychlost. Vydédme-li se
napriklad v opac¢ném sméru, zméni vertikalni rychlost znaménko, apod.

(ii) Vypocet smérové derivace funkce vice proménnych lze prevést na ndm jiz znamy
tkol derivovat funkci jedné proménné. Staci totiz polozit

o(t) = f(mo + th).
Pak
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Hodnoty pomocné funkce ¢(t) jsou dény restrikcei funkce f na pfimku, kterd prochazi bo-
dem xy a ma smérovy vektor h. V modelovém prikladu s nadmotskou vyskou reprezentuje
© ,, vyskovy profil“ a uddava nasi nadmorskou vysku v case t.

Priklad 5.3. Naleznéme smérové derivace funkce

flay) ="

v bodé (0,0) ve sméru vektoru (1,0), (—1,0) a (1,1).
Nejdrive nalezneme ,, prifezové funkce* (). Pro h = (1,0) mame

p(t) = f((0,0) +¢(1,0)) = f(¢,0) = ¢,

0
a proto 8"i(O,O) = 0)=¢"=1.
Bude-li h = (—1,0) vime jiz podle Poznamky 5.2 (i), Ze derivace musi zménit zna-
ménko. Pro ilustraci se vsak stejné podivejme na prutez funkce

o(t) = F((0,0) + t(~1,0)) = f(~t,0) = ¢ .

Skutecné tedy g—i(o, 0) = ¢'(0) = —e” = —1. Koneéné pro h = (1,1) mame

p(t) = £((0,0) +£(1,1)) = f(t,t) = "

Jelikoz ¢/ (t) = (1 — 2t)e! " je 2—2(0,0) =¢'(0) = 1.

(ii) Naleznéme smérovou derivaci funkce

f(z,y,2) = sin(zyz)

v bodé (1,0,0) ve sméru vektoru h = (2,1,1).
Podobné jako vyse oznacime

e(t) = £((1,0,0) +(2,1,1)) = f(1 +2t,1+¢,0 +t) = sin(t + 3t* + 2¢7).

Snadnym vypoctem
of

7 Poznamky 5.2 i z konkrétnich ptikladd vidime, Ze derivace ve sméru se da mechanicky
prevést na vypocet derivace prurezové funkce, kterd zavisi pouze na jediném argumentu.
Pozdéji uvidime, zZe tento vypocet se d4 mnohdy pohodlnéji provést i bez stanoveni prure-
zové funkce. Redukce na derivaci funkce s jednim argumentem vsak tika, ze pro smérové
derivace musi platit stejnd pravidla jako pro derivaci funkce pouze jedné proménné. Pro
uplnost si je uvedeme v nasledujici véte.

Véta 5.4. Necht f a g jsou funkce definované na oteviené mnoziné G v euklidovském
prostoru X . Predpoklddejme, Ze f i g maji derivace v bodé x € G ve sméru vektoruh € X.
Pak existuji derivace funkci f + g, fg ve sméru h a je-li g(x) # 0, tak i derivace f/g a
plati
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L 0 _of g

(i) - (f9)(@) = 90 (@) g(a) + [(x) 02 (),

(i) 55 (1) @) =~ (G (@) 9(e) = @) 52(@)) . el g(a) 2 0.

V aplikacich i teorii hraji vyznamnou tlohu smérové derivace vii¢i kanonickym jednot-
kovym vektortim standardni baze v R™:

e1 = (1,0,...,0),e2 =(0,1,0...,0),...,e, = (0,...,0,1),
Tyto derivace totiz udavaji jak dana funkce zavisi na jednotlivych proménnych.

Definice 5.5. Necht f: G — R je funkce definovand na otevrené mnozine G C R™.
Parcidlni derivaci funkce f v bodé = € G podle k proménné z; (i = 1,...,n)

of L PR .
(z). Pro jeji oznaceni pouzivime zdpis
€

nazyvdame smerovou derivaci

Vektor 5 5
grad f(z) = (&j"l(m), - &Uim)

se nazyvd gradient funkce f v bodé x.

Podle Poznamky 5.2 je parcialni derivace rovna derivaci ¢'(0), kde

T
ot) = f(z1,. .., Tic1, T 1, Tiq1, ..., Tn)

Protoze se v této funkci méni pouze i-ta slozka, muzeme parcialni derivaci spocitat mecha-
nicky tak, ze derivujeme podle vyznacené proménné a ostatni proménné pritom povazu-
jeme za konstanty. Geometricky vyznam parcialnich derivaci je odvozen od vyznamu deri-
vace smérové. Kazdé parcidlni derivace funkce dvou proménnych napriklad udava smeérnici
fezu grafem funkce rovnobézného s prislusnou osou tak, jak je to znazornéno na nasledu-
jicim obr. 5.2:

)
tgo = a*i(iﬂoyyo)

(0, 40)

Obr. 5.2.
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0 0
Priklad 5.6. (i) Uréime parcidlni derivace a—f(x,y), 8—f(ac,y) funkce f(z,y) = ey,
€T Y

Podle postupu naznaceného vyse je

of o
%(l‘,y)—e )

of o
g, (o) = (=2y).
(ii) Stanovme parcialni derivace funkce
222
flz,y) = Wy‘l’ (z,y) # (0,0)
0, (z,y) = (0,0).

Pokud je (z,y) # (0,0) muzeme derivovat zcela mechanicky

of  2xy?(at +y*) — 2%yPdad  —225y% + 22y°

or (21 + y4)2 T (@t 4yt
Parcidlni derivaci podle proménné y mutzeme diky symetrii v proménnych ziskat z pred-
choziho vztahu pouhou zdménou symboli x a y

of  —2y°z? 4 2ya®

dy (@ 4yt
Zvlastni je pripad vypoctu parcialni derivace v bodé (0, 0). Zde musime uvazovat hodnoty f
na souradnicovych osdch. Tam je ovSsem f konstantni

f(z,0) = f(0,y) = 0 pro vSechna z,y € R.

Proto jsou obé parcidlni derivace v bodé (0,0) nulové, coz mize byt také kratce vyjadieno
jako
grad £(0,0) = (0,0).
Na tomto prikladé si povsimnéme dvou dilezitych okolnosti. Restrikce funkce f(z,y) na
piimku y = kx, k # 0, je funkce nespojitd v bodé 0. Odtud vyplyva, ze i celd funkce
0
f(z,y) neni v (0,0) spojita. Pfesto obé parcialni derivace a—(x, Y), a—f(x,y) v bodé (0,0)
€z Yy

existuji a jsou konec¢né. Existence vlastnich parcidlnich derivaci nezarucuje spojitost.

Druhé zvlastnost je ta, ze ze vSech smérovych derivaci v bodé (0,0) existuji jen ty ve
sméru osy x a y. Existence parcidlnich derivaci nezarucuje existenci derivaci v ostatnich
smérech.

Parcidlni derivace se ¢asto pouzivaji pfi popisu systémi (pfirodnich i spolecenskych
véd) a jejich vyvoje. Predstavme si napriklad funkeci u(x,t), kterd udava vychylku struny
v bodé x a ¢ase t. Pro pevné ty je graf prutezové funkce u(x,to) tvar struny v ¢ase ty. Pro
pevné xg je dalsi priufezova funkece u(zg, t) zdznamem pohybu bodu na struné se souradnici

U ou
xo. Jedna parcidlni derivace — tedy souvisi s geometrickym tvarem struny, druha N ma

3
fyzikalni vyznam rychlosti daného bodu na struné.

V dalsim vykladu budeme céasto pouzivat nasledujici zobecnénou verzi Lagrangeovy
véty o stfedni hodnoté.
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Véta 5.7. Necht f je funkce definovand na otevrené mnoziné G v euklidovském prostoru.
Necht I C G je isecka s krajnimi body x,x + h € G. Predpoklddejme, Ze f je spojitd na
usecce I a ma v kaZdém wvnitrnim bodé tsecky bodée I derivaci ve sméru h. Pak existuje
¥ € (0,1) tak, Ze

(5.2) P+ )~ f(@) = (ot om)
nebo
/ 0
(5.3) f@+h) — f(a) = / %(m 4 th) dt.
0

Dikaz. Budeme se zabyvat restrikci funkce f na tsecku s krajnimi body x a x + h.
Polozime

o(t) = f(x +th), € (0,1).
Pak ©(0) = f(x), ¢(1) = f(x + h) a dile ¢/(t) = 8h( x + th). Funkce ¢ spliiuje vSechny
predpoklady Lagrangeovy véty pro funkci jedné proménné. Proto miizeme psét

(1) — ©(0) = ' (9) pro jisté 9 € (0,1).

Vratime-li se k ptivodnimu znaceni dostaneme rovnost (5.2).

Integralni tvar (5.3) ziskdme
1 1 of
= ! = th)d
/ ¢ (1) / on (& T
0 0

0

Chceme-li rozepsat rovnici (5.2) do detailu napt. pro funkci dvou proménnych, musime
za x a h dosadit jejich explicitni vyjadfeni ve slozkdch: @ = (x1,x2), h = (hy, he). Pak
méame (5.2) v tomto tvaru

0 0
f(xl + hi, 29 + hz) — f(xl,svg) h1—— ! (SU1 + ©vhy, 9 + 19h2) + ho—— ! (561 + hy, zo +§h2).

81 a2

Smérové a parcidlni derivace tedy poskytuji jistou informaci o chovani funkce na dil¢ich
primkéach. To je ¢asto malo. Podivejme se na nasledujici priklad.

Priklad 5.8. Necht
1 y=a22,2#0
T,y) =
f@y) {O jinak.

Graf této funkce je parabola bez svého vrcholu vysunuta nad rovinu zy do vysky 1. Pro
kazdou primku prolozenou pocatkem najdeme prstencové okoli poc¢atku, ve kterém nelezi
jeji prusecik s parabolou y = x2. Blizko po¢atku mé tedy funkce f na téchto piimkach
nulovou hodnotu. Znamena to, ze

of

2
5 —-(0,0) = 0 pro vSechna h € R*.
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Na druhé strané f neni v bodé (0,0) spojita. Neplati tedy to na co jsme zvykli z teorie
funkci jedné proménné. Pro funkce vice proménnych ani existence derivaci ve vSech smérech
neimplikuje spojitost.

Tento nedostatek odstranuje jiné pojeti derivace, silnéjsi nez derivace ve sméru — deri-
vace ve smyslu linedrni aproximace. Ale to uz je téma dalsi casti.

2 Diferencial funkce

K zavedeni diferencidlu vedla snaha nalézt co nejlepsi aproximaci obecné funkce pomoci
funkce linearni. Duvod pro takovouto aproximaci je skutecnost, ze linearni funkce je jed-
noduché a snadno se s ni z pocetniho i teoretického hlediska pracuje. Abychom si to lépe
ujasnili, podivejme se nejdiive na ,,proces linearizace“ funkce jedné proménné. V tomto
pripadé je obecnd linearni funkce tvaru L(z) = ax, kde a € R.

Necht f: R — R. Budeme studovat rozdil funkénich hodnot f(xg+ h) — f(z0), kde
h # 0 je priristek na ose x. Rozdil funkénich hodnot rozdélime (zatim zcela spekulativné)
na linedrni ¢ast a blize nespecifikovany zbytek w(h), ktery predstavuje chybu aproximace.
Tedy

(5.4) f(zo + h) — f(xo) = ah + w(h).

Nasi snahou bude zvolit konstantu a € R tak, aby chyba aproximace w(h) byla co nejmensi.
Prvni népad je pozadovat, ze w(h) se bude blizit nule, budeme-li zmensovat prirtstek h,
tj.

lim w(h) = 0.

h—0
Bude-li ale funkce f spojitd, pak limy_,ow(h) = 0 vyjde automaticky z (5.4), at uz je a

jakékoliv. To ndm k vybéru hodnoty a pfilis nepomuze. Zkusme tedy byt na chybu w(h)
prisnéjsi a pozadujme, aby dokonce

. lim — = 0.
(5:5) nso h 0

Znamena to, Ze w(h) se musi blizit k nule rychleji nez h. Tento pozadavek jiz jednoznacéné
vymezuje a. Z (5.4) vydélenim h mame

f(@wo+h) = flzo) | w(h)
3 =a-+ n
Limitnim prechodem h — 0 dostaneme zavér, ze
h)
— 7 v, kdyz lim 2% g,
a = f'(xo) prave, kdyz Jim — 0

V pripadé funkce jedné proménné je tedy existence nejlepsi linedrni aproximace ekviva-
lentni s existenci vlastni derivace funkce f v bodé xg. Navic vidime, ze optiméalni linearni
aproximace L, ktera se nazyva diferencidlem funkce f v bodé xg, je funkce

L(h) = f'(wo) - h.
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Zéavér, ke kterému jsme dosli je mozno vyjadrit i geometricky: tecna ke grafu funkce je ze
vsech primek prochézejicich danym bodem nejlepsim nahrazenim grafu v okoli dotykového
bodu.

7 prikladu definice diferencidlu funkce jedné proménné si vezmeme pouceni k definici
diferencidlu pro funkce f: R — R. Rozdélme prirustek funkce f ve smyslu nasledujici
rovnosti

(5.6) f(xo+h) — f(zo) = L(h) + w(h),

kde L: R™ — R je linearni zobrazeni. Budeme opét pozadovat, aby velikost chyby w(h)
klesala k nule rychleji, nez ptiristek argumentu, tj. aby

. w(h)
lim ——= =0.
n=0 (A
(Zde h € R" je vektor, proto musime chybu w(h) porovnévat s velikosti vektoru h, tj. s

||k||.) Vyjadiime-li w(h) z rovnice (5.6) dostaneme podminku

lim f(xo +h) — f(zo) — L(h)
h—0 IRl

=0.

Toto zobecnéni pozadavku (5.5) bude zakladem pro definici diferencidlu.

Definice 5.9. Necht f: G — R je funkce na otevrené podmnozine G C R™ v euklidovského
prostoru. Reknéme, Ze linedrni zobrazeni L: R* — R je (totalni) diferencial funkce
f v bodé xy € G, jestlize

h0 ]| =0

Zobrazent, které ma v daném bodé diferencidl budeme nazyvat diferencovatelné. Pro ozna-
cent diferencidlu zobrazeni f v bodé xy pouzivaime symbol df(xg). (Pozor tento symbol
reprezentuje zobrazeni!) Hodnotu tohoto zobrazeni v bodé h znacime df(xo)[h].

Pro funkci f a v préavé zavedeném oznaceni vypadé definujici limita (5.7) pro diferencial
takto

=0.

(5.8) lim f(xo+h) — fH(IS:\O\) — df(=o)[h]

Nékdy je vyhodné pozadavek (5.8) vyjadrit nasledujici ekvivalentni podminkou. Ozna-
¢ime chybu aproximace opét jako

w(h) = f(zo + h) — f(x0) — df(x0)[h].
Pak (5.8) lze prepsat do tvaru

(5.9) f(@o +h) = f(zo) = df(@o)[h] + w(h), lim m = 0.

Tento tvar k&, Ze rozdil hodnot funkce f je roven prislusnému diferencidlu plus chyba
w(h), jejiz velikost je zanedbatelnd vzhledem k | h||.
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V tvodni pasazi jsme vidéli, ze funkce jedné proménné ma diferencidl praveé tehdy, kdyz
ma derivaci, pricemz hodnota derivace je koeficient diferencialu. Dal$im samozrejmym
prikladem je diferencial linedrniho zobrazeni L. V tomto piipadeé je

dL(x) = L pro vsechna x.
Diky linearité totiz mame

L(x +h) — L(z) ~ L(h) _ L(x) + L(h) — L(z) — L(h) _
1] 1]

a tudiz volba dL(x) = L vyhovi rovnosti (5.7). Tento fakt jisté neprekvapi, nebot co uz
by mohlo byt lepsi linedrni aproximaci linearniho zobrazeni nez toto zobrazeni samotné?
Pro ilustraci se podivejme na dalsi priklady.

Priklad 5.10. Ovérime podle definice, ze linearni funkce L(hi, ho) = 2(h1 + h2) je di-
ferencidlem funkce f(z,y) = x? + y? v bodé (1,1) Za timto tfelem se vénujme limité
v (5.7).

lim f(1+ h1, 14 he) — f(1,1) — L(h1, h2)

(h1,h2)—(0,0) NGEYS

. (L4 h1)? + (14 hg)? —2 — 2hy — 2hy . [ 5 .2
1m 1m(070) 1+ n5

(h1,h2)—+(0,0) Vh?+ h3 (h1,h2)—

Opravdu tedy plati

df (L, D[(h1, h2)] = 2(h1 + h2).

Jak se uhodne, Ze pravé nami zvolené zobrazeni je diferencidlem, si fekneme pozdéji.
Nasledujici tvrzeni dava do souvislosti diferencial, smérovou derivaci a gradient.

Tvrzeni 5.11. Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé x euklidovského prostoru R™, pak
md v tomto bodé vsechny smérové derivace a plati

_of

(5.10) Af (@)lh] = 57

(x) = h - grad f(x) pro vsechna h € R".

Dikaz. Je-li h = 0, tak rovnice (5.10) je trividlné splnéna. Za¢neme s dukazem prvni
rovnosti. Pro h # 0 budeme pocitat rozdil

01 . f®+th)— f(x)
gh (@ — Al@)lh] = jimg = — @)l
iy f(@ - th) — f(x) — df(@)[th]
t—0 t
= lim flx+th) — ﬁt(lf\)\ — df(z)[th] o |i‘ i

podle (5.8). Tim je prvni rovnost ovéfena. Pro ovéfeni druhé rovnosti v (5.10) si vektor h
napisme jako linearni kombinaci bazovych vektoru:

h =hie1 + hses + - - - + hye,.
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V disledku uz dokézané prvni rovnosti a linearity diferencidlu df(x) mame

g(m) = df(x)[h] = df(x)[h1e1 + hoes + - - + hpe,]

oh
= hydf(z)lei] + hadf(z)[ez] + - + hy, df(z)]en]
_hlgf( )+h288];( )+ .--+hn§;;<m>
= h - grad f(x).

g

Piiklad 5.12. Pro funkci f(z,y, z) = 22 +y? — 2% uréete derivaci ve sméru h = (—1,1,1)
v bodé & = (1,2 —1).
Podle (5.10) staci skalarné vynasobit smér h a grad f(x) = (2,4, 2):

of

8h( x)=(-1,1,1)-(2,4,2) = 4.

Uvedeme si jesté jiny zapis diferencidlu, ktery je obvykly v technické literature. Necht
h = (hi,ha, ..., hy,) € R™ Oznacime si projekce na i-tou souradnici symbolem z;, tj. x; je
funkce x;: R™ — R, kterda ma v bodé h hodnotu

Tyto funkce je zrejmé linearni. Proto, jak uz vime, dx; = x;. Diferencial dx; je tak rovnéz
projekce na i-tou souradnici,

(5.11) dl‘l[h] = hi.

Podle (5.10) je hodnota diferencidlu df(x) v bodé h

of of of
d h d ——h1+ —h —
J@)[h] =h-grad f(z) = 5 “h1 + 5 “hy + oo+ 5 =hn
_9f 4 of of
63:1 z1[h] + Dg daa[h] + -+ . day,[h],
kde jsme pouzili (5.11). Hodnota funkce df(x) v bodé h je linedrni kombinaci hodnot
funkci dzy, ..., dz, v témze bodé h. Koeficienty této linedrni kombinace jsou parcidlni
derivace. Muzeme tedy psat rovnost mezi dvéma funkcemi ve tvaru
of of of
5.12 d dz; + —(x)d ——(x) dzy,.
(512) f@) = g-@)dn + 5L @) dna ot L @) o
Napt. diferencial funkce dvou proménnych f(x,y) ma pfi této konvenci tvar
0 0
df = f d + i
31/
Pro funkci f(x,y, z) pak
f of of 4
d d —dy+ —
/= Ty YT 5
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Zde je na misté varovani! Symboly dx, dy a dz neznamenaji zadné zdhadné nekonecné
malé veli¢iny. Je to oznaceni pro velice jednoduché funkce. V pifpadé R? jdou dz, dy a
dz funkce t¥i proménnych definované

dx[hy, ho, h3] = h1,  dylhi, ha, hs] = ha,  dz[h1, b, h3] = h3.
Ve zkraceném oznaceni, kdy h = (hy, he, hs) je zapis
dl’[h] = hl, dy[h] = hQ, dz[h] = h3.

Tento zptisob se nam bude hodit pri zkoumani derivaci sloZzenych zobrazeni.

Vime jiz, jak diferencial funkce vypada. Nevime vSak zatim, v jakych pripadech exis-
tuje. Jak ukazuje nasledujici dilezita véta, je nutnou podminkou existence diferencialu
spojitost funkce.

Véta 5.13. KaZdd funkce diferencovatelné v daném bodé je v tomto bodé spojitd.

Diukaz. Funkce f, ktera je diferencovatelna v bodé « je definovana na jistém okoli bodu
x a podle (5.8) plati
f(x+h) = f(x)+ df(@)[h] +w(h),

kde w(h)/||h|| — 0 pro h — 0. Tim spise i limp_,ow(h) = 0. Limitnim pfechodem
v predchozim vztahu tak dostaneme

lim f(z +h) = f(x)+ df(2)[0] = f(z).

h—0

Funkce f je tedy spojitd a dikaz je ukoncen. O

7 Prikladu 5.8 vime, Ze samotné existence vSech smérovych derivaci v daném bodé jesté
neznamend spojitost v daném bodé. Tim spiSe diferencovatelnost. Ukazuje se vsak, ze pri
prisnéjsim pozadavku na parcidlni derivace jiz diferencial musi existovat. Toto kritérium
existence diferencidlu je obsahem nasledujici véty.

Véta 5.14. Necht f je funkce, jejiz vsechny parcidlni derivace jsou spojité v bodé x. Pak
f md v bodé x diferencidl.

Dikaz. Dikaz provedeme pro funkci dvou proménnych. Obecny pripad se lisi pouze
poc¢tem proménnych, a tedy jen delSimi zapisy prislusnych vyrazu.

Spojitost parcidlnich derivaci mimo jiné znamen4, Ze jsou v jistém okoli bodu x defino-
vany. Tvrzeni 5.11 nam poskytuje pouze jediného kandidata na diferencial. Je to linearni
funkce tvaru

L(h) = h-grad f(x).

Musime ovsem dokéazat, ze
h
f@x+h)— f(x) — h-grad f(x) =w(h), kde lim wih) =0.

Protoze mame informaci jen o parcialnich derivacich, musime si rozdil funkénich hodnot
v bodech x a x + h zapsat nasledovné: Oznacime h = hie; + hoes. Pak

f(x+h)— f(z) = f(x+ hie; + haez) — f(x + haez) + f(x + haea) — f(x).
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Oba rozdily jesté upravime podle Véty 5.7 o stfedni hodnoté. Jeji predpoklady o existenci
derivaci v uvazovanych smeérech jsou splnény, nebot v prvnim rozdilu jde o tsecku ve sméru
e1 a ve druhém ve sméru es.

0 0
f($ + h,) — f(a:) = 8h1fel (QZ + hoey + 191h1€1) 6h2f - (m + 192h262)
0 0
= hla / (x + hoes + Y1h1e1) + hgaf (x + Y2hoe2),
X1 2

pro néjaké hodnoty 91,92 € (0,1). Chyba w(h) ma ted tvar

w(h) = f(x +h) - f(x) — h-grad f(x)

= h <8af (m—i—hgeg%—ﬁlhlel)—aaf( )> +h2<
1 x1

of

o - (:D + 192]1262) — 87f( ))

Oy

Diky spojitosti parcidlnich derivaci maji oba rozdily v zavorkach nulovou limitu pro h — 0.
Odtud

wh) . h (Of of
— =1 h J1h —
o0 Rl oo [[A] ( (@t haea +dhiimer) = 5 ()
: of of
1 Yah - = =
TR TRl (axg(“ 2h2€2) = G (‘”)> 0
nebot zlomky hi/[|k|| a ha/||k|| jsou v absolutni hodnoté nejvyse 1. O

Spojitost parcidlnich derivaci tedy postaci pro existenci diferencidlu. Je to velmi po-
hodlné kritérium, které muzeme pouzit v drtivé vétsiné aplikaci. Neni to vSak podminka
nutnd. Existuje totiz funkce, kterd nema spojité parcidlni derivace, ale presto je diferen-
covatelna (Cviceni 12.).

Funkce, které maji spojité parcidlni derivace podle vsSech proménnych, se nazyvaji
spojité diferencovatelné. Je to silnéjsi pozadavek nez pouhd diferencovatelnost.

Podivejme se na priklad, jak nam Véta 5.14 pomuze ve zjisténi, kde ma funkce dife-
rencial.

Priklad 5.15. Necht f(z,y) = /|zy|. Budeme vysetfovat diferencidl v obecném bodé
(x,) € R2. Pro (z,y) # (0,0) miizeme uréit parcidlni derivace mechanickym derivovanim
slozené funkce:

af _ 1
3By = N sgn(zy)y
g B 1

Tyto derivace jsou spojité a na zakladé Véty 5.14 mizeme konstatovat, ze f je diferenco-
vatelnd v kazdém bodé mnoziny R? \ {(0,0)}. Pro tyto body méme

df(z,y) = sgn(zy)y dr +

1 1 sgn(zy)zr dy
2¢/|zy| 24/ |zy|

66



HAMHALTER, TISER: DIFERENCIALNI POCET

Zvlastnim ptipadem je bod (0,0). ProtoZe je f je identicky rovna nule na soufadnicovych

osach je
of _of B
e (0,0) = oy (0,0) = 0.

Jediny mozny kandidat na diferencial je tedy nulova funkce. Zabyvejme se proto vyrazem

f(h) = f(0) =0 _ V/lhihy|

Ikl NCEY:
Tento vyraz nemd limitu pro h — 0, nebot vzhledem k souradnicovym osam je limita
NG

nulové, zatimco vzhledem pfimce o rovnici hy = he je rovna 72 Funkce f tedy neni
diferencovatelna v pocatku.

Z teorie funkce jedné proménné vime, ze funkce s nulovou derivaci na intervalu je
konstantni. Nasledujici véta je zobecnénim této skutecnosti.

Véta 5.16. Funkce, kterd md na okoli U bodu x nulové vsechny parcidlni derivace, je na
tomto okoli konstantni.

Dikaz. Necht f je funkce s nulovymi parcidlnimi derivacemi na okoli U. Tyto parcialni
derivace jsou samoziejmé spojité v U, a proto je f diferencovatelna v kazdém bodé U
podle Véty 5.14. Protoze df = 0 na U, jsou nulové i vSechny smérové derivace (viz.
Tvrzeni 5.11). Zvolime si libovolné dva body x,y € U a ukdzeme, ze f(x) = f(y).
Necht L je tisecka spojujici body « a y. Z Véty 5.7 o sttedni hodnoté vime, ze pro jisty
bod z € L plati
of

fy) = fz) = m(z) =0.
Tim je dikaz ukoncen. 0

Poznamka 5.17. Véta 5.16 je formulovana pro okoli bodu U. Plati vSak i pro obecnéjsi
mnoziny, tzv. souvislé mnoziny (viz Kap.4, ¢ast 2). Pokud ¢tendr nechce jit do hloubky
a prostudovat si tento pojem, pro valnou vétsinu prikladt postaci intuitivni predstava, ze
souvisld mnozina je takova, ktera se neskldda z vice oddélenych kust.

S aplikaci Véty 5.16 se muzeme setkat v teorii potencidlu [1]. Jeji parafrézi je, ze dvé
funkce se stejnymi parcialnimi derivacemi se lisi pouze o konstantu.

Priklad 5.18. Ovérte platnost nasledujiciho vzorce ¢asto uvadéného v technické literature

arctg 1z—+x?§/ xy <1

arctgx + arctgy = ¢ m + arctg fj;yy x>0,2y>1

—7r+arctg% x<0,zy > 1.

T+y
l—zy

Ukézeme nejdiive, ze funkce f(z,y) = arctgx + arctgy a g(z,y) = arctg
stejné parcialni derivace. Skutecné,

maji

of _ 1
or 142’
dg 1 l—zy+(z+y)y 1
= @r)? 2 3
Or 1+ (1= ay) bre
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0 )
Stejné tak of = %, diwodu symetrie v proménnych. Uvazujme mnozinu

dy Oy
G ={(z,y) |z > 0,2y > 1}.

(V ostatnich pfipadech je postup analogicky a prenechdme jej Ctendfi.) Mnozina G je
¢ast roviny nad vétvi hyperboly, viz obr. 5.3. Protoze G je souvisld, miizeme podle po-
znamky 5.17 aplikovat Vétu 5.16. Dostaneme, ze f — g = konst na G. Zbyva ukézat, ze
tato konstanta musi byt rovna ¢islu 7. Podivejme se napiiklad na hodnoty funkce f — ¢
na poloprimce {(1,y) | y > 1}. Zde méme

1
konst = f(1,y) — g(1,y) = arctg 1 + arctgy — arctg 1+7y
-y

Limitnim pfechodem y — oo v této rovnosti dostaneme

konst = w/4 + /2 — arctg(—1) =n/4+ /2 + w/4 = 7.

Obr. 5.3

3 Geometricky a fyzikalni vyznam diferencialu

V predchozich ¢astech jsme se vénovali otdzce existence diferencidlu a jeho vypoctu. Nyni
si uvedeme nékolik aplikaci drive ziskanych poznatki.

3.1 Gradient jako smér nejvétsiho spadu

V tom to odstavci si priblizime fyzikalni vyznam gradientu. Vratme se opét k modelové
situaci, se kterou jsme zacali v ivodu této kapitoly. Nase poloha na mapé ma souradnice
(z0,Y0). V terénu, ktery je grafem funkce f(z,y) se budeme v primétu na mapu pohybovat
rovnomérné primocate s jednotkovou rychlosti h, ||k| = 1. Zajimé nas v jakém sméru
mame nejvetsi vertikdlni rychlost. Tato rychlost je rovna smérové derivaci g—,{(xo, Yo). Z
dulezité rovnosti (5.10) vime, ze

0
anL(wo?yo) = h - grad f(zo, y0)-

Pouzijeme-li na tento skaldrni souc¢in vztah (1.2), dostaneme

0
8%(9607310) = h - grad f(wo,y0) = || grad f(zo,y0)| - [|h]| - cosa = | grad f(zo,y0)]| - cos a.
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Hodnota smérové derivace je nejvétsi pro o = 0 a nejmensi pro a = 7.

grad f(zo, o)
| grad f(zo, yo)l
_grad f(zo, yo)

| grad f(xo,y0)ll’

hmax =

hmin =

Vydame-li se tedy ve sméru gradientu budeme maximéalné stoupat. Pijdeme-li ve sméru
opacném budeme maximalné klesat (vertikdlni rychlost bude zapornd). V pripadé pohybu
ve sméru kolmém na gradient budeme mit vertikalni rychlost nulovou. V tomto ptipadé
se nadmorska vyska ménit nebude a my se budeme pohybovat po vrstevnici viz. obr 5.4.

h = grad f(z,y)

Obr. 5.4

Smér gradientu je proto kolmy na hladiny konstantnosti funkce f.
Vyznam gradientu jsme si vysvétlili v pripadé funkce dvou proménnych. Vsechny ar-
gumenty, které jsme pouzili jsou ovsem platné i v obecném pripadé.

Priklad 5.19. Hora m4 tvar eliptického paraboloidu, ktery je grafem funkce

flz,y) =1—a—24%

V jejim vrcholu (0,0, 1) stoji lyzat. Po jaké draze se ma pohybovat, aby se z vrcholu dostal
do bodu (g, @, 0) a pritom aby jeho vertikalni rychlost byla v kazdém bodé maximalni
mozna?

Lyzaf se musi pohybovat po kiivce nejvétsiho spadu. Popisme si drahu pohybu pomoci
dvojice funkei (z(t),y(t)) udavajici prumét polohy lyzate do roviny xy v ¢éase t > 0. Aby
maximalizoval rychlost v kazdém bodé, musi se lyzal pohybovat ve sméru gradientu, tj.
ve sméru

grad f(x,y) = (—2z, —4y).

Horizontalni slozka vektoru rychlosti, tj. vektor (&(t),y(t)) je tedy nasobkem vektoru
(—2x(t), —4y(t)). Neboli (za nutnych predpokladi nenulovosti jmenovateli)

@(t) _ y(t)

wo(t)  2y(t)

Integraci podle ¢ vztahu dostaneme
In [2(t)] = Inv/y(®)] + c.
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Po ,,odlogaritmovani“ a pfeznaceni konstanty
[z(8)] = k/ly(2)]-
Jinymi slovy, drdha musi respektovat rovnici

(5.13) 2] = kv/Tyl

a prochézet bodem (ﬁ ﬁ) . Dosazenim hodnot x =y = 33 ziskame k = %\/g Umocnénim

[

373
vztahu (5.13) dostavame vysledek

y = V3a?,

coz je rovnice paraboly. Lyzar se tedy bude pohybovat po vypoctené parabole, kterd ma
tu vlastnost, ze je kolmé ke vSsem vrstevnicim. Vrstevnice jsou pfitom tvoreny soustavou
elips se stfedem v pocatku, viz. obr. 5.5.

y =322
=

Obr. 5.5

D)

3.2 Tecna rovina a normala ke grafu funkce

Dulezity pohled na vyznam gradientu davéd jesté jina interpretace. Predpokladejme, ze
mame funkci

z = f(:c,y).

Tuto rovnici muzeme prepsat ve tvaru
F(CL‘,y,Z) = 07 kde F(IE,y,Z) = f(xay) -z

Vidime, ze graf pivodni funkce f je nulovou vrstevnici funkce F'. Protoze vektor grad F' je
kolmy na vrstevnice, je kolmy na graf funkce f. Kazdy nenulovy nésobek tohoto vektoru
nazyvame normélovy vektor ke grafu funkce z = f(z,y):

01 05 )

n =grad F' = grad(f(z,y) — 2) = <%, 87y’

Specielné pro rovnici roviny
ar+by+cz+d=0

vidime, Ze gradient je vektor (a,b,c). To je zndmy vysledek z linedrni algebry.
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Piedpokladejme, 7e funkce f: R? — R je diferencovatelnd v bodé (zo,yo). Ge-
ometricky tento fakt znamena, Zze existuje teéna rovina T ke grafu funkce f v bodé
xo = (x0,Y0, 20), kde zo = f(xo,y0). Jak najit rovnici pro tuto té¢nou rovinu?

Maé-li bod & = (z,y, z) lezet na teéné roviné musi byt vektor  — xy kolmy na normalu,

of of —1):0.

(514) (m—iBO)‘n:O, tJ (x_x(hy_yO?Z_ZO)' (%7@7

Provedenim skaldrniho souc¢inu a tpravou dostaneme rovnici te¢né roviny,

of of (. 90f Of _
(5.15) xax—i—yay z <$08$+y06y+zo)—0.

Priklad 5.20. (i) Naleznéme tecnou rovinu a normalu ke grafu funkce f(z,y) = xy v bodé

(L,1,1).

Funkce f ma spojité parcidlni derivace % =y, % = z, a proto je diferencovatelna
v kazdém bodé. Tecn4 rovina je tedy definovana vsude. Konkrétné pro bod (1,1, 1) dosta-
neme z (5.14) rovnici

(r—1,y—1,2—-1)-(1,1,-1) =0, tj. z+y—2—1=0.
(ii) Zabyvejme se tetnymi rovinami ke grafu funkce

fx,y) = Va? +472,

tedy ke kuzelové plose, viz obr.2.5(b). Pro nenulovy bod (xg,yo) mame

g(x y= 0
a 0, Y0 m?
0 Yo

X
i(%,yo) =
oy N

Vzhledem ke spojitosti parcidlnich derivaci je funkce f diferencovatelné v bodé (xq,yo).
Podle (5.14) mé tecnd rovina rovnici

Zo Yo 2 2
(@ —20)——= + (U — %) —F—— — (¢ — /25 + ¥5) = 0.
75+ Up Vg + g

Yo

zox 4+ yoy — \/2d + vtz =0.

Vyjimkou je ptipad (0,0) — vrchol kuzelové plochy. V tomto bodé neexistuji ani parcialni
derivace funkce f, nebot naptiklad f(x,0) = |z| nem4 derivaci v nule. Graf funkce f nemd
v bodé (0,0) tecnou rovinu, coz je geometricky ziejmé.

Po tprave

Priklad 5.21. Uvazujme povrch elipsoidu o rovnici

2 22

xr
1 — 4+ =1
(5.16) 2+y+9
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V jakém bodé je te¢nd rovina k elipsoidu rovnobézna s rovinou ¢ o rovnici x +y — 2z = 07
Ma4-li byt tecna rovina rovnobézna s rovinou o, musi byt rovnobézné jejich normalové
vektory. Normélovy vektor k roviné o je gradient funkce f(x,y,z) =z +y — 2z, tj.

ny = (1,1,-2).

Normalovy vektor k elipsoidu je gradient funkce

2 2

x 9 %
= — ——1
flays) =5 +y+ 5 -1,

tj. my = (x,2y,22/9). Rovnobéznost m; a mgy je ekvivalentni s tim, Ze jeden vektor je
nenulovy nasobek druhého.

2
a(1,1,-2) = (1:,2y, 5)

Porovnanim odpovidajicich slozek odtud dostaneme
€r =

(5.17) Yy =

Posledni informace, kterou mame k dispozici, je ze prislusny bod lezi na elipsoidu. Dosa-
dime tedy do rovnice (5.16)
a? o  8la?
2T
Resenfm jsou hodnoty a = £2/4/39. Mame dva body na elipsoidu vyhovujici zadan{ tlohy
i( 2 1 —18)
V39 V39" V39/
Kromé vyse uvedenych aplikaci se diferencidl pouziva v situacich, kdy se snazime na-

hradit (za cenu pfijatelné chyby) nelinedrni funkci funkei linedrni. Na tomto principu je
zaloZena Tada ,,pribliznych vzorci“ a odhadu.

=1.

Priklad 5.22. Aproximujme funkci

T4y
14+ 2y

f(z,y) = arctg

v okoli bodu (0, 0) linedrni funkei.
Aproximace je zaloZena na pouZiti diferencidlu.

f(@,y) = f(0,0) + df(0,0)[(z,9)],  z~0,y~0.

Konkrétné,

OF 0.0y 21

ox oy
Proto df(0,0)[(z,y)] = z + y a dostaneme pfiblizny odhad

(0,0) = 1.

arctg

+
y ~T+y.
Ty

O chybé tohoto odhadu se dozvime vice v souvislosti s Taylorovym polynomem pro funkce
vice proménnych.
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4 Cviceni
Uloha: Teplota T'(z,y) v bodé (z,y) roviny je
T(x,y) =e *%,

V bodé (0,0) je ¢astice, kterd se pohybuje rychlosti 2 (m/s) na vychod a 3 (m/s) na jih.
Jaké je okamzita rychlost zmény jeji teploty v bodé (0,0).

T
—(0,0), h = (2,—3). ProtozZe funkce

Reseni: Hledans rychlost je smérovou derivaci oh

T mé spojité parcidlni derivace

or or

7T mx—2y I -9 —x—2y
Ox c T Oy c ’
je diferencovatelna a
oT oT oT
—(0,0) =2—(0,0) — 3—(0,0) = 4.
S (0:0) = 25-(0,0) = 35(0,0

Uloha: Vychylka struny u(z,t) v bodé = € R a ¢ase t € R se ¥idi zdkonem
u(z,t) = 2sin(wt + ), w > 0;

Urcete rychlost struny v bodé x = 5 a case t = 10. Stanovte déle te¢nu ke struné v bodé
r=25acaset =05.

- 0
Reseni: Hledan4 rychlost je parcidlni derivaci a—?(m, t) = 2w cos(wt+z) v bodé (5,10):

%:(5, 10) = 2w cos(10w + 5).

Pro stanoveni tecny je podstatné nalézt jeji smérnici

ou
k= %(5,5) = 2cos(bw + 5).

Rovnice hledané teény vznikne dosazenim do obecného tvaru y = k(x — x9) + yo,
y = 2cos(bw + 5)(z — 5) 4+ 2sin(bw + 5).
Uloha: Tlak p osmi grammolekul idedlniho plynu klesa rychlosti 0.4 a jeho teplota T kless

rychlosti 0.5 . Jak rychle se méni objem V', kdyz poc¢ateéni hodnoty jsou V = 1000 a p = 3.
Stoupé ¢i klesa?

Reseni: Podle stavové rovnice je
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3000
kde R je plynova konstanta. Pti zadanych parametrech V a p je T' = SR Zména objemu

je dana smérovou derivaci

oV 3000
%< 5 §)7 pro h = (—04, —05)

K vypoctu muzeme vzhledem k diferencovatelnosti funkce pouzit parcialni derivace

oV SRT 9V SR

w2 o

ov 33000 1000 v 33000 _§R
op 7 8R 3 or \”> 8R ) 3~

3
Konecné po vypoctu

oV 3000 1000 8 4
— — ) =-04-{——— ] —05-R=-(100 — .

(R = 8,315). Vypoctena smérova derivace je kladna a objem tedy roste.

Uloha: Uréete smérové derivace funkce

f($7yaz): 3\/ x3+y3—i—z3

v bodé (0,0,0). Rozhodnéte zda v tomto bodé existuje diferencial.

Reseni: Pro h = (hy, ha, h3) plati

o t3/h3 + h3 + 3
—f(o,o,o)zhm i s 3 = /h$ 4+ b3+ n.

oh t—0 t

Kdyby existoval diferencial df(0,0,0), pak podle Tvrzeni 5.11 musi smérové derivace
%(O, 0,0) zaviset na sméru h = (hy, ho, h3) linedrné. Vidime ale, ze smérové derivace ne-
zavisi linedrné na h. Funkce f tedy neni diferencovatelnd v bodé (0,0, 0).

Uloha: M4 funkce f: R" — R

(e VIl g 20,
fla) = {0

=0

diferencial v pocatku?

Reseni: Spocteme nejdiive parcidlni derivace.

f(te)) = f(0) _ . eM"

=0.
ox; t—0 t t—0
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(Posledni limitu je mozno substituci s = 1/t? spocitat pomoci 1’'Hospitalova pravidla.)
Vs8echny parcidlni derivace jsou v pocatku nulové, a proto jediny mozny diferencidl je
nulové zobrazeni. O tom se musime presvéd¢it vypoctem defini¢ni limity 5.7

i e VIRIP —g—p

im

h—0 |||

Po substituci t = ||h|| vidime podle pfedchoziho vypoctu, ze tato limita je skute¢né nulova.
Funkce f je tedy diferencovatelnd v bodé 0 a jeji diferencial je v tomto bodé nulova funkce.

Uloha: Naleznéte vzdalenost roviny o o rovnici  +y — z = 5 od paraboloidu zadaného
podminkou z > $(2? + y?).

Reseni: Nejblizséi bod na paraboloidu musi byt dotykovym bodem teéné roviny rov-
nobézné s rovinou p. To znamend, ze normalovy vektor k paraboloidu v zatim neznadmém
bodé dotyku (xo,yo, f(x0,¥y0)) je ndsobkem normalového vektoru roviny p. Normadla k
paraboloidu je

0 0
<a£(w07y0)7 8:;(%07?40): _1> = <$07y07 _1)

a normala k g je vektor (1,1,—1). Tedy (xo,y0,—1) = k(1,1,—1) pro jisté k € R. Porov-

nanim tretich slozek okamzité vidime, ze k = 1,29 = yp = 1. Bod o soufadnicich (1,1,1) je

hledanym nejbliz§im bodem na paraboloidu. Jeho vzdalenost od roviny ¢ je (po snadném
4

vypoctu) et

Uloha: Pro gradient funkce f plati grad f(z,y) = (3z,%) pro viechna (z,y) € R2. Sta-
novte vrstevnice této funkce.

Reseni: Necht vrstevnice je kfivka popsand parametricky (z(t),y(t)). O funkcich
x(t), y(t) budeme predpokladat, Ze jsou spojité diferencovatelné na jistém intervalu. Gradi-
ent je kolmy na vrstevnice, coz znamend, ze vektory (3z(t),y(t)) a teény vektor (z(t), y(t))
k vrstevnici sviraji pravy thel. Plati proto, Ze jejich skalarni soucin je nulovy:

Bx(t),y(1)) - (£(t), 9(t))) = 3z()2(t) + y()y(t) =0,

neboli

Po integraci podle ¢

3 o y(t)?
e t) = —
0
Vrstevnice jsou tedy elipsy o rovnicich

y2
$2+§:C, C > 0.

Uloha: Je méfena kinetickd energie ¢astice o hmotnosti m a rychlosti v. Relativni chyba
pri stanoveni hmotnosti je 1%, pii stanoveni rychlosti 2%. Pouzitim diferencidlu stanovte
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odhad pro relativni chybu mérené energie.

Reseni: Pro konetickou energii E plati
E(m,v) = —mv*.
Diferencial této funkce je
1
dE(m,v) = 51;2 dm + mv dw.

Odhad chyby prislusné funkce dostaneme tak, ze nahradime hodnotu prirtistku energie
E(m + Am,v + Av) — E(m,v) hodnotou diferencidlu dE(m,v) na vektor (Am, Av):

AE = E(m+ Am,v+ Av) — E(m,v) & dE(m,v)[Am, Av].
Timto zptusobem ziskdme odhad relativni chyby

AE %UQAervav _Am n 2A

Y <0,014+2-0,02=0,05.

E %va m v

Podle tohoto odhadu by pribliznd horni mez pro relativni chyby byla 5%.

1. Naleznéte derivaci %(m), kde f(z1,22,73,74) = 2% + 2073 — 23, h = (1,2,3,4) a

x = (-2,3,1,5).

2. Naleznéte parcidlni derivace funkce

X

- @ 0,0
oy = | Vazrg 9700

v pocatku.

3. Polomér valce klesa rychlosti 12, jeho vyska stoupd rychlosti 25. Jak se méni objem
pri poloméru 45 a vysce 1007

4. Hmotnost ¢astice klesa rychlosti 2. Jak rychle musi pfi jednotkové hmotnosti i rych-
losti stoupat rychlost, aby kinetické energie rostla?

5. Ukazte, ze funkce z(z,y) = In(x? 4+ y?) vyhovuje rovnici
0z 0z 0
— —x—=0.
y@x oy
6. Ukazte, ze funkce z(z,y) = y?sin(z? — y?) vyhovuje rovnici

00z

P oo
— 4+ ay— = 2zx2.
r y@y
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15.

16.
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Ukazte, ze stavové veli¢iny idedlniho plynu vyhovuji rovnici

flz,y) = q @+

Rozhodnéte zda funkce

f($1

je diferencovatelnd v bodé 0.

Ve kterych bodech je diferencovatelna funkce n proménnych x = (x4, ...

Op OV OT _
ov or dp

. Rozhodnéte zda je nasledujici funkce diferencovatelna v pocatku

W (a,y) #(0,0)

0 (xz,y) = (0,0).

_ 5.5
L2y X)) = AT A T,

predpisem
f(x) = [l=|?
Ukazte, ze funkce f: R?> — R dand
lz|?sin—— @ £0
flx) = [k
0 z=0.

. Ukazte, Ze funkce majici omezené parcidlni derivace je stejnomérné spojita.

, Tp) dand

je diferencovatelnd v bodé 0. Ukazte, ze parcidlni derivace této funkce nejsou v bodé

(0,0) spojité.

Funkce f(x,y) se nazyva homogenni stupné n, plati-li

f(te,ty

Ukazte, ze ma-li f parcialni derivace, pak plati tzv. Euleriv vztah

)=1t"f(x,y) pro vSechna t € R.

of | of _

Ox y@y nf-

X

Naleznéte obecné feseni rovnice df(x) = f.

Stanovte diferencial funkeci

f(x7y> Z) :ny'Zsa g(m,y, Z) :COSh(ZL'y—Z).

Pomoci Véty 5.16 ukazte, ze

tga+ tg S
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Naleznéte tecné roviny ke grafu funkce f v zadaném bodé

17. f
18.
19.
20. f
21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

fz,y) =o' + 20y —zy + 2, (1,7, 2);

(z,y) =
(z,y)
fz,y)
(z,y) =

(?7 2a2)§

<

x,y) = arctg £, (1,1,7).

Naleznéte tecnou rovinu k dané plose.
a) 2 +y? + 22 = 14 v bodé (1,-2,3),
b) xy +yz+ zx = —1 v bodé (7,2, —1),
¢) z+y+z=e @I+t v hode (1,7, -1).

Najdéte rovnici teéné roviny k elipsoidu z? + 2y? + 22 = 1, kterd je rovnobézna
s rovinou 4z + 2y + z = 0.

2 2 2

z
Najdéte te¢nou rovinu k elipsoidu — + =— i + — =1, ktera vytina stejné tseky na

25 16 9
vSech soutadnicovych oséch.

Spoctéte thel mezi dvéma plochami v daném bodé.

a) 22 +y?+22=8, (z—1)2+ (y—2)2 + (2 — 3)2 =6 v bodé (2,0,2),
b) 224+ a22—y? =422 +y—2=1vbodé (1,1,2).

Naleznéte thel, ktery v bodé (1,0,0) sviraji grafy funkei
fl,y) =InVz2+y? a glz,y) =e™ — 1.

Naleznéte vzdalenost roviny o rovnici « + y + z = 5 od koule se stfedem v pocatku
a polomérem jedna.

Najdéte délku tseku primky o rovnici x = —1,y = 4 mezi prusecikem s grafem
funkce f(z,y) = 2% + y? + 22 — 2y + 2 a priseéikem s te¢nou rovinou ke grafu f
v bodé (0,2,2).

Napiste rovnici teény k zadané kiivce v zadaném bodé.
a) e +siny +y? =1 v bodé (2,0),
b) zi + yg =5 v bodé (8,1).

Potencial v kovové struktuie je ddn vztahem

V(z,y,z) =

1
0,02+ /22 +y2 + 22

V jakych smérech roste v bodé (1,—1,2) potencidl nejrychleji a nejpomaleji? Sta-
novte tecnu k dréze volné nabité ¢astice prochédzejici timto bodem !
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30. Hora ma tvar grafu funkce
h(z,y) = 3000 — 222 — 4%

Predpokladejme, ze horolezec je v bodé (30, —20,800). V jakém sméru se mé pohy-
bovat tak aby Sel nejstrméji nahoru. V jakém sméru se mé pohybovat, aby si udrzel
stejnou nadmorskou vysku?

31. Naleznéte drahu nabité castice pohybujici se v roviné s rozlozenim potencilu
V(z,y) =50 — 2% — 492,
vime-li, ze prochézi bodem (1, —2).
32. Teplota koule je ddna vztahem
—a2-2y2—22

T(x,y,2)=e

Teplomilna ¢astice se pohybuje ve sméru nejvétsiho teplotniho spadu. Stanovte jeji
drahu, je-li v start v bodé (1,1,1).

Odvodte nasledujici ptiblizné odhady
33. 1+2)"1+y)"~1l+max+ny, z~0, y~0;
3. ¥ =2x+2y—5, =1y~ 2;
35. arctg(xy) ~ T — 1+ ITJ”", r~ly=~1.
36. arctg(l+zy) =z +y, z~0, y=0;
Pomoci aproximace diferencidlem odhadnéte nasledujici hodnoty

37. In(1/0,96 + /1,02 + 2);
38. 4,004 - 2,0022 - 3,0033.

39. O kolik se priblizné zmeéni thlopricka a plosny obsah obdélniku se stranami 12 m a
9 m, zvétsi-li se prvni strana o 2 cm a druhé zmensi o 4 cm?

Vysledky.

1. —6; 2. %(0, 0) neexistuje, 3—5(0, 0) = 0; 3. kles4; 4. zrychleni > 1; 8. Ukazte, ze existuje
K, ze |f(x)—f(y)| < K||lxz—y]|; 9. neni; 10. neni; 11. R™\ {0}; 13. Vyjadrete %(m, Y);
14. f je typu ,,linearni zobrazeni + konstanta®; 15. df = y?2° dx + 2zy2z° dy + bxy?2* dz,
dg = ysinh(xy — 2) dz + xsinh(zy — 2) dy — sinh(zy — 2)dz 17. 4o + 2y — 2 — 3 = 0; 18.
bx4+y—2—3=0;19.2x4+y—2—2=0;20. 22 —2y+4z—7 =0; 21. a) r —2y+ 3z = 14,
bz +32+2=0,c)z+y+z=1;22.40+2y+24+/19=0;23. 2 +y + 2+ /50 = 0;
24. a) m/2, b) cosa = 1/6, tj. a ~ 80°; 25. 7/3; 26. 5/v/3 — 1; 27. 5; 28. a) = 0, b)
z+ 2y = 10; 29. £(—1,1,-2), p(t) = t(—1,1,-2) + (1,—1,2); 30. (—3,1), £(1,3); 31.
y = —2x%; 32. Kiivka ¢(t) = (1 —t,(1 —t)2,1 —t), t € (0,1); 39. -0.8 cm, -0.3 m?.
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Kapitola 6

Dalsi vlastnosti derivaci

1 Derivace slozeného zobrazeni

Mezi zakladni pravidla tykajici se derivaci funkci jedné proménné patii pravidlo o deri-
vaci slozené funkce. Bez néj bychom umeéli derivovat pouze zakladni typy funkci. Typicka
situace je napf. nésledujici: Do funkce f(x,y) dvou proménnych dosadime za x a y jiné
funkce dvou proménnych

x:‘vpl(S’t)v y:902(37t)'

Vznikne tak nova funkce proménnych s, ¢
F(Sa t) = f(@l(& t), 802(87 t))

Radi bychom zjistili, jak vyjadrit %—f a %—f pomoci derivaci funkce f(x,y) a derivaci funkei
v1(s,t) a pa(s,t). Nésledujici véta Tesi tuto situaci obecné.

Véta 6.1. Méjme n funkci ©1(S1,...,8k)s .-, on(S1,...,8k) zdvisicich na k proménngch
S1y...,8k. Predpokladejme, Ze vsechny maji v bodé s = (s1,...,sk) totdlni diferencidl.
Oznacime

zo = (¢1(s),- -, on(s)).

Je-li f(x1,...,2y) funkce n proménnych, kterd md v bodé xo totdlni diferencial, pak i
sloZend funkce

F(s1,...,8,) = f(gpl(sl,...,sk),...,gpn(sl,...,sk))
md v bodé s totdlni diferencidl a pro jeji parcidlni derivace plati

OF _ 0f dp1 | Of dps . Of O

i — = . =1,...,k.
@) 0s; Oxy Os;  Oxo 0s; Ox,, O0s;’ ’ B
of . o § S g .
(Hodnoty £ jsou vycisleny v bodé xy.) Navic totalni diferencidl funkce F je
oF OF oF
(ii) (s)[h] D51 1+ D5y 12 + e+ D5y k>

OF
aSi

kde h = (hi,...,ht) a jsou vypocteny podle (i).
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Poznamka 6.2. Pfimé dosazeni za 95 2 (i) do vztahu (ii) vede ke vzniku prilis nepte-
S

hledného vyrazu. Proto se Casto uziva nasledujiciho zjednoduseného oznaceni. Do funkce
f(z1,...,zp) dosazujeme za x; funkce oznacené stejnym symbolem

€5 = a:j(sl, ceey Sk).
Pak (i) mizeme strucné psét

OF  Of 0r Of Oxo ﬁ@xn
ds;  Oxy Os; t ory Oxo 0s; Tt Oz, 0s;

pro i = 1,...,k. Vyhodou tohoto vztahu je, Ze se snize pamatuje. S vyuzitim takto
zapsanych parcialnich derivaci mtizeme diferencial slozené funkce F' napsat v iplném tvaru

8f83:1 afaxz
Za 81d81+ +Za 8k

Méme na paméti, ze ds; oznacuji diferencialy jednoduchych funkei s;(h) = h;, 1 =1,... k.

Pred dikazem si uvedeme nékolik prikladi na pouziti Véty 6.1.

0z O
Priklad 6.3. Necht z = 22 — 2, kde © = s cost a y = s sint. Naleznéte obé 8—2, 8—; a
s
diferencial dz.
Zde se jedné o slozeni dvou funkci

fi(s,t) = scost, fa(s,t) = ssint
a funkce z: R? — R, 2(z,y) = 2% — y%. Podle (i) z Véty 6.1 mame
0: _0:0f1  0:0f
ds Ox 0s Oy 0Os
Kdyz se podrzime zptsobu oznaceni uvedeného v Poznamce 6.2, pak

0z _ 0z 0x %@ = 2x cost — 2ysint.

ds  Oxds  Oyos
Po dosazeni za x = fi1(s,t) a y = fa(s,t) dostaneme

1o}
9 _ 2scos’t — 2ssint = 2scos 2t.

O0s

Podobné vypocteme parcialni derivaci podle ¢
0z 0z 0x 4 9 0z dy

ot Oz ot Oy Ot

= —2s%sintcost — 2s%sint cost = —2s° sin 2t.

= —2zssint — 2yscost

Diferencidl je pak zobrazeni, jehoz hodnota v bodé h = (hy, he) je dédna

(6.1) dz[h] = h - grad z = 2sh; cos 2t — 25%hy sin 2t.
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z = 22 — y? podle vzorce (5.12)
dz = 2z dx — 2y dy.
Protoze x = scost a y = ssint, mizeme déle vypocitat prislusné diferencidly dz, dy:
dx = cost ds — ssint dt, dy =sint ds+ scost dt.
Ty dosadime do predchozi rovnice a mame

dz = 2x(cost ds — ssint dt) — 2y(sint ds+ scost dt).

Jesté vyjadiime x a y a upravime tak, aby byly pohromadé vyrazy obsahujici ds a vyrazy
obsahujici dt:

(6.2) dz = (2scos®t — 2ssin®t) ds + (—2s% costsint — 2s® cost sint) dt
= 2scos2t ds — 2s%sin 2t dt.

Pro h = (hl, hg) e R? je
dz[h] = 2shy cos 2t — 25%hy sin 2t,
coz je to samé jako v (6.1).

Mame-li uz diferencial dz, pak prislusné parcidlni derivace z néj rychle uréime. Podle
0z 0z

(5.12) je dz = s ds + n dt. Srovnanim s (6.2) vidime, ze
0
a—z =2scos2t a 8—; = —2s%sin 2t.

Dikaz. (Véty 6.1) Dikaz bude spoc¢ivat ovéreni vlastnosti totalntho diferencilu pro vyraz

F OF oF
8817 882’.”788k

vyrazy uvedené v bodé (i). V okamziku, kdy toto budeme mit dokézano, budeme také

védét, ze koeficienty u hi, ho,...,hy ve vyrazu pro takovy totalni diferencidl musi byt

F F
0 a— Tim dokazeme i rovnost v bodé (i).

8817 8827”"85%

uvedeny v bodé (ii), ve kterém misto parcidlnich derivaci jsou dosazeny

rovny parcidlnim derivacim

Chceme tedy ukazat, ze

F(s+ h) — F(s) — dF(s)[h]

6.3 lim =0.

(6:3) h—0 |h]|

(Zde uzivame opét struéné oznaceni s = (s1,...,s;) a h = (hy,..., hx).) Jediné informace,
které mame k dispozici jsou, ze funkce ¢1,...,¢, a funkce f maji totalni diferencial.

Pfevedme si tyto informace do matematického tvaru. Mé-li funkce ¢; diferencidl v bodé s,
pak pro chybu aproximace

wj(h) = ¢j(s + h) = p;(s) — dp;(s)[h]
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plati

. wj(h)
(64) NI ]

=0. j=1,...,n.

Stejné tak i chyba aproximace w(k) = f(xo+ k) — f(xo) — df(xo)[k] funkce f spliuje, ze

_w(k)

Zacneme s tGpravou rozdilu F(s+ h) — F'(s). Nejprve pouzijeme definici funkce F' jako
slozeni funkce f a ¢1,...,pn.

F(s+h)—F(s) = f(pi(s+h),...,on(s+h)) — f(e1(5),....en(s)).
Pomoci chyby aproximace miizeme piepsat vSechna ¢;(s + h) takto
pj(s+h) = pj(s) + dpj(s)[h] + w;(h).
Tim se posledni rozdil zméni na tvar
f(e1(s) + der(s)[h] + wi(h),. .., on(s) + den(s)[h] + wn(h)) — f(e1(s), - on(s))-

Protoze se ndm vyrazy zac¢inaji komplikovat, vzpomeneme si, ze g = (©1(8),. .., n(S))
a jesté si pro jednoduchost oznaéime vektor

(6.6) k = (dgpl(s)[h] +wi(h), ..., don(s)[h] + wn(h)>.
V tomto oznaceni se ndm pocitany rozdil zredukuje na

F(s+h)—F(s)= f(mo + k) — f(o).
Zbyva pouzit, ze i f ma totalni diferencial. Pak

f(@o+k) = f(x) = df(xo)[k] + w(k).
Nyni zpétné dosadime za k:

F(s+h)—F(s) = f(xo + k) — f(z0)

aajl(dSOl(S)[h] + W1(h)) + ai(dwn( )R] +wn(h)) + w(k)
of (90¢ 390
:(9951(8511 o+ " Osp, 1hk+w1 )
+é?xf(%pr hi - +gkhk +wn(h)) + w(k)

<zk: ‘9% hi + w](h)> + w(k)

of

« O

k n f
:ZZ g 2 gy )+ el

84



HAMHALTER, TISER: DIFERENCIALNI POCET

Pro takto vyjadreny rozdil ted ovérime, ze

1 oF

Zacnéme tedy upravovat zadany vyraz:

k

1 OF
W(F(s—kh)—F(s)—ZaSZh) =

af 0p; "of b or
||h||(zzaaa 95, "+ 2 gy ek =) 50 )

U prvni sumy prohodime potadi s¢itani a priddme k ni posledni sumu

Tl <Z(Z o L Z )+ (k) )

, . , .. , . w L1 . OF
Vyrazy v zavorce v prvni sumé jsou nulové, nebot jsme na zacatku tekli, ze — jsou ve
882'
vyrazu pro diferencidl nahrazeny

Of 0pj
881 Z 8x] 0s;
U prostredniho vyrazu postupujeme takto
. 1 «— Of Of w;
lim —— 25 i
oo [[h]| ; axj“’ﬂ ;Hoz oz, HhH

z ST
amj P, HhH ’

diky (6.4). A konec¢né posledni ¢len,

w(k) _ . w(k) ||

(6.7) lim im
o [[h] koo [[K][R[

Ze zavedeni vektoru k v rovnosti (6.6) vidime, ze pii h — 0 se rovnéz vektor k blizi k
nule. Podle (6.5) je

w(k)

w0 [k

Aby byla nulové celd limita v (6.7) sta¢i, kdyz je zbyly ¢initel omezeny. To je ekvivalentni
s tim, ze slozky vektoru k/||h|| jsou omezené. Podivejme se napt. na prvni slozku tohoto
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vektoru (pro ostatni je rozbor zcela analogicky).

kl . d(p1(8)[h] +w1(h)

IRl 1]
_ dei(s)lh) | wi(h)

Ihl 1Al
_gradpi(s)-h  wi(h)
R
= gra s L wi(h)
= srad () - TR

Prvni ¢len je skalarni soucin gradientu s jednotkovym vektorem, coz je zfejmé omezeny
vyraz (v proménné h). Druhy ¢len je dokonce funkce majici nulovou limitu, specielné je
omezena.

Tim jsme doplnili posledni chybéjici argument a dikaz je uzavrien. O

Poznamka 6.4. Na vztahy (i) a (ii) z Véty 6.1 lze pohlizet také nésledovné. Jde o na-
sobnou aplikaci rovnice (5.12) pro diferencidl: Kdyz do f(z1,...,x,) jsou za z; dosazeny
nové funkce

xl:SOi(Sl?"'usk)v
pak
_of of
df(cpl,...,gpn)—a—xldxl—l—...a—%dwn
_ Of (9¢ Op1 9f (9en Lo
_0x1<831d1+ +asnd5"> +8xn<81d1+ akds)

Déme-li k sobé ¢leny majici u sebe spolecny faktor ds;, dostaneme
— Of 9p; Of Oypj
d ey op) = E d . E .
f(@l? y P ) <j:1 33;] 881 §1 + 81’3 8Sk Sk

Vyrazy v kulatych zévorkach jsou identické s vyrazy z bodu (i) Véty 6.1.

Jak jiz bylo feceno, Véta 6.1 zobecnuje pravidlo derivovani slozené funkce. Je uziteéné
se podivat, jak se v pfipadé k = n = 1 redukuji rovnosti (i). Za prvé, v tom piipadé mame
jedinou funkci ¢(s), kterd zavisi na jedné proménné. I f(z) je funkce jedné proménné a
F(s) = f(¢(s)). Za druhé, parcidlni derivace jsou obycejné derivace. Vztah (i) pak vypada
takto

F'(s) = f'(e(s)) ¢ (s),
coz je znamy vzorec pro derivaci slozené funkce jedné proménné.
Ukéazeme si dalsi specialni pripad.

Disledek 6.5. Necht (a,b) C R je interval. Méjme n funkci pi(t), ..., pn(t) diferenco-
vatelngjch na (a,b). Necht funkce f: R"™ — R md diferencidl. Pak

d a / a /
(69 ST 0 = S GO+ 2 ()
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Jesté nez dokazeme tento dusledek, podivame se na jednu moznou interpretaci takového
tvrzeni. Obraz intervalu (a, b) pfi zobrazeni ¢ = (¢1,. .., ¢y) je kiivka v n-rozmérném pro-
storu. Samo zobrazeni ¢ popisuje pohyb bodu po této kiivce, kdyZ interpretujeme t € (a, b)
jako cas. Slozky 1, ...,y urcuji souradnice takového bodu v case t. Funkci f mtzeme
chapat napt. jako hodnotu potenciélu jistého silového pole. Hodnota slozeni f(¢1, ..., ¢n)
pak predstavuje velikost potencidlu v misté, kde se nachazi nas bod v ¢ase t. Velikost zmény

d
tohoto potencidlu, kterou pocituje pohybujici se ¢astice, je derivace X f(e1,. .., pn). Suma

na pravé strané rovnice (6.8) je skalarni souc¢in dvou vektoru

0 0 0 0
Lo+t gL = (2L 20) (el = g o,

8$1 1
kde v = (¢ (t), ..., ¢ (t)) je vektor okamzité rychlosti pohybujiciho se bodu.

Dikaz. Pouzitim Véty 6.1 pro t = s1 = -+ - = s ihned mame

d _of of
N (801,-.-7<Pn)—87301801(t)+“'+87%80n(t)-

O

Priklad 6.6. Pomoci Lagrangeovy rovnice pro hmotny bod odvodime z homogenity ¢asu
zédkon zachovani energie.

Homogenita casu znamend, ze vSechny Casové okamziky jsou rovnocenné. Jinymi slovy,
z hlediska vysSetfovaného systému neméme zadny divod uprednostnovat jeden casovy
okamzik pred ostatnimi. Z matematického hlediska to znamend, Ze Lagrangeova funkce
L = L(zx, x,t) popisujici systém nezavisi explicitné na Case t¢:

L = Lz, &).

Zde x = (z1(t), x2(t),x3(t)) je (zatim nezndmd) poloha hmotného bodu v case ¢ a tecka
nad vektorem znaci jako obvykle derivaci podle ¢asu. Z toho vyplyva, ze funkce L vlastné
zévisi na Sesti proménnych

L = L(x1, 2, x3, &1, &2, T3).

Lagrangeovy rovnice, které popisuji pohyb hmotného bodu jsou tyto tii

d /0L oL .
(6.9) dt((%i):am, i=1,2,3.

Z fyziky vime, ze Lagrangeova funkce je rozdil kinetické a potencidlni energie
1 .92 .92 .92
(6.10) L= 3 m(&y + &5 + @5) — U(x1, 22, 23),

kde m je hmotnost daného bodu a U potencialni energie. S pomoci Dusledku 6.5 spocitame
nyni derivaci funkce L podle ¢asu t:

dL d
Y7 . . .
dt dt (331,.1'2,-%3,.%1,5(}2,5[53)
8L,+8L,+8L,+6L'_+6L,,+8L,,
= — — — X — X — X — 3.
31'1 ! 32172 2 81‘3 3 (9:7;‘1 ! 83}2 2 6:1':3 3
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Za parcialni derivace 92 i =1,2,3 dosadime ze vztahu (6.9) a povSimneme si, ze vznikly
i
vyraz je derivaci jistého soucinu

3 3
dL d (0L . oL . d (0L
N _;[o’lt (ax> “aﬂ] = (ax, ) a (Z o )
Prevedenim na jednu stranu rovnice tak mame

dt( 856, B )ZO'

To ovSem znamend, ze vyraz v zavorce je konstantni, nezavisly na case

Z GL. — L = konst.

Dosadime-li za L z (6.10), tak posledni rovnice bude mit tvar
r . . .
§m(:z% + &% 4 42) + U(x1, 29, 23) = konst,
coz je zakon zachovani energie.
Piiklad 6.7. Necht funkce g: R® — R je ddna vztahem g(z,v,2) = z2 + y? + 22. Déle
méjme tii funkce dané predpisy

fi(p, ) = cosp sind,

fa(p,¥) =siny sind,

f3(p, ) = cos .

(Je to parametricky zépis jednotkové sféry.) Spocitejte parcidlni derivace slozené funkce
g(f1, f2, f3) podle obou proménnych ¢ i ¥.

Jak funkce g tak funkce fi, f2, f3 spliuji predpoklady Véty 6.1. Proto podle bodu (i)
této véty
9g0fi  0g0fy 0gifs
Or Op  Ox Jp  Ox Oy

Zbyva dosadit za z = sind cos p a y = sin ¥ sin p. Dostaneme tak

0
i(fl,f%fs) = —2xsin ¥ sin ¢ + 2y sin ¥ cos .

0
a—g(fl,fQ,fg) = —2sin? ¥'sin ¢ cos ¢ + 2sin® ¥ sin ¢ cos ¢ = 0.

Podobné postupujeme i v druhém ptipadé.

99 0f1 L9 9g 0f2 L9 dg 0fs
ox 99 ' Oz 99 ' Oz 9V
= 2z cos ¥ cos p + 2y cos ¥sin p — zsin )

(fl fa, f3) =

= 2sin ¥ cos® p cos ¥ + 2sin ¥ sin® p cos ¥ — 2 cos ¥ sin 1 = 0.

Slozena funkce mé obé parcidlni derivace nulové. Podle Véty 5.16 je konstantni. PHimym
vypoctem se o tom muzeme rovnéz presvédcit: g(f1, f2, f3) = 1.
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YYv 2,

2 Derivace vyssich radua

Zacneme s vySetfovanim vyssich derivaci nejprve u funkci. Po té se struéné zminime, jak
to vypada v obecnéjsim pripadé u zobrazeni.

Necht G C R" je oteviend mnozina a necht f: G — R je dana funkce. MiiZzeme pro
pevné h € R” spocitat derivaci ve sméru g% ve vsech bodech mnoziny G. Tim dostaneme

0
novou funkei n proménnych —- !, :G— R

oh~

Piiklad 6.8. Necht f: R?2 — R m4 piedpis f(z,y) = ysinzy. Pro smér h = (—1,3)
dostaneme

of

oh —=(x,y) = h-grad f = (—1,3) - (3 cos zy, sin zy + xy cos TY)

= —y2 cos zy + 3sinzy + 3zy cos xy = 3sinzy + (3z — y)y cos xy.

0
Vratme se k obecnému pripadu. Funkci —f: G — R muzeme opét derivovat at uz

v témze sméru nebo v jakémkoli jiném. Rozhodneme-li se pro smér k, ziskame funkci
of
— = ): — R.
55 (o) €

A tak bychom mohli postupovat k vyssim a vyssim derivacim.

Priklad 6.9. Vyuzijeme funkci z predeslého piikladu, pro niz uz vime, ze
o 3sinzy + (3x — y)y cos zy.

Necht k = (2,0). Pak

of f\ L
% (6h) k- grad<ah) = 2(3ycoszy + 3y cosxy — (3x — y)y“ sinxy)

= 6y cos zy — 2y*(3x — y) sin zy.

Zdaleka nejdulezitéjsi jsou derivace ve smérech bazovych vektori ey, es, ..., e,, tj.
parcialni derivace. Pro vyssi parcidlni derivace budeme pouzivat oznaceni, které je jasné
z nasledujicich nékolika prikladi:

v () =5 (o o)) = 5 e (o) = 5o
861 Oe1 0x2’ ey 661 e 0z3’  Oei \Oes 0xdy’
0 0? 0 0 X 0 o (0 X
o2 (5er) = e ex (ea (eg)) = 3uni= e s (eg)) = 2
Oes \Oeq 0yox deq \des \des 0x0ydz Oeg \Oeg \des 0y0z
Derivace, ve kterych se derivovani provadi podle rtiznych proménnych se zcela prirozené
nazyvaji smisené. Kromé prvnich dvou jsou to vsechny vyse uvedené. Budou-li souradné

osy misto x, y, z oznaceny jinymi symboly, tfeba x1, x2, x3, budou prislusné parcialni
derivace samoziejmé psané

o*f o*f

— ..., ———, atd.
Ox? Ox90x3
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V tomto okamziku je na misté jedno varovani: nelze zaménovat

0*f ar \?
—5 a — ) !
ax% o0x1
Prvni znamend druhou derivaci f podle x1, zatimco druhy vyraz je pruni derivace funkce f
umocnénd na druhou.
Po upozornéni na to, co zaménovat nelze, nasleduje upozornéni na to, co zaménovat lze.
Za jistych celkem béznych predpokladt nezalezi na poradi, ve kterém provadime parcialni
0% f B 0 f
al’lasz N 81’231‘1'
Véta 6.10. Necht G C X je otevrend mnozina v euklidovském prostoru R™. Je-li funkce

2 2
aaiﬁfz:j ‘ agiafxz jsou spojité v bodé & = (x1,...,2n) € G, pak

derivovani. Strucné zapsano, ukazeme, ze

f: G — R takovd, Ze

2 2
9 f r) = 9 f xT).
8:1:,-8:@- 895]6951

Dukaz. Bez Gjmy na obecnosti mizeme polozit ¢ = 1 a j = 2. Pro jiné dvojice indexu je
postup zcela stejny.

0 0
Ze spojitosti smisenych derivaci v bodé x plyne, Ze prvni derivace 8—f a a—f existuji
I €9

na jistém okoli bodu x. Zvolime si § > 0 dostatecné malé, aby prvni derivace existovaly
na Us(x). Dikaz bude spocivat v dpravé vyrazu

V= f(x1+6,20+0,23,...)— f(x1+0,20,23,...) = f(x1,22+6,23,... )+ f(x1,22,23,...)

dvéma ruznymi zpusoby. Abychom zjednodusili oznaceni, uzijeme, ze e; = (1,0,...,0) a
es = (0,1,0,...,0). Vyraz V zapiSeme prehlednéji

V = f(x+der + dez) — f(x + dez) — f(x+der) + f(x).
Prvni zptsob tpravy je nasledujici. Zavedeme funkei £(t):
£(t) = f(x + der + tea) — f(x +tea).
Pak V = £(5) — £(0). Podle véty o stfedni hodnoté (pro funkci jedné proménné) existuje
9 € (0,9), ze
, 0
V =2'(0)6 =0—(f(x + der + Jez) — f(x + Je2))

81132
of of
o( Y (v ver + e~ (ot ven).
81’2( +o0e; + 62) B (:B+ 62)
) o ] . ) of o
V zavorce je opét rozdil funkénich hodnot, tentokrate funkce . v bodech lisicich se o des.
45
Pouzijeme jesté jednou vétu o stiedni hodnoté, nyni ale (5.2) z Véty 5.7 a dostaneme

2

a’ElaﬂSQ

(6.11) V =6 f(x +ney + Yes)
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pro néjaké n € (0,0).
Druhy zptisob apravy vyrazu V spociva v tom, ze prohodime role e; a ey a polozime
C(t) = f(x+ter + dex) — f(x + te).

Pak V' = ((0) — ((0). Zcela stejné jako vyse pouzijeme dvakrat véty o stfedni hodnote,
abychom dostali pro jisté 77,9 € (0, )

0% f
81‘28%1

(6.12) vV =4? f(x + 7jer + Jes).

Rovnosti (6.11) a (6.12) spolu davaji

O%f o2 f
82?1(9%’2 f(m + ne1 + 1962) B 6.%28271

flx + fey + Ves)

To je témér vysledek, ktery ocekavame. Vadi ndm pouze to, ze bychom chtéli mit tuto
rovnost ve stejném bodé & na obou stranach rovnice. Avsak parametry 9,n,9,7 € (0,6).
Aplikujeme-li na obé strany limitu pro § — 0, z predpokladu spojitosti téchto smisenych
derivaci plyne
0% f B 0% f
81’18%2 )= 8x28m1 *

Pro klid mysli si otestujeme pravé dosazeny vysledek na néjakém prikladeé.

Priklad 6.11. Ovérime, ze druhé smisené derivace se sobé rovnaji napt. pro funkci
f(z,y) = ysinzy. Mame

’?f 0 O(ysinzy)
0zdy  Ox oy
= ycosxy + y cos xy + xy’ sinxy = 2y cos xy + zy® sin zy.

0, .
=9 (sinzy + zy cos xy)

V obraceném potadi

, .
aayéfx - (’i/ o S(;;lm - ;y( ? cosy) = 2y coswy + wy” sin zy.

Po tomto prikladu musi nutné néasledovat piiklad, ktery ukazuje, ze predpoklad spo-

0% f % f

jitosti a ve Vété 6.10 je naopak podstatny. Bez néj by tvrzeni nemuselo
8@837]- (%L'jaxi
platit.
Priklad 6.12. Vypoctét 0°f 't bodé (z,y) = (0,0) pro funkci
riklad 6.12. ocCtéte a v bodé (z,y) = (O,
P Oxdy  Oyox 4 P

) xzarctg%—yQarctgg x#0, y#0
xr =
Y 0 x =0 nebo y = 0.
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Protoze funkce f je definovana dvéma vzorci, musime derivaci pocitat z definice.

af af
(0,0) = lim L L .
0yox t—0 t

of

(6.13)

0
Potfebujeme tedy znét parcidlni derivace a—f(t, 0) a

> ox
g(o t) — lim f(hvt) — f(07t)

ozx "’ h—0 h

(0,0). Hodnota f(0,t) = 0, a tudiz

t h
h? arctg — — t% arctg —
&% &%

=1i
B0 h
9 h
‘ " ' t arctgz
B P i e
of - .
Hodnota 8—(0, 0) je jednoduch4,
x
d t,0) — £(0,0
9 (0,0 = lim ZEO SO0 _
ox t—0 t
Dosazenim do (6.13) ziskdme
0% f . —t—0
a0z 0 = lim =L

Podobné budeme pocitat i hodnotu smisené derivace s opacnym poradim proménnych.

0% f )
0xdy t—0 t

Parcidlni derivace podle y v potiebnych bodech se vypoctou jako vyse

(6.14)

h t
t2 arctg — — h? arctg —
&% &%

g(t,()) = lim f(t.h) = £(£,0) = lim

oy h—0 h h—0 h

t2 arct ﬁ
g

t
= lim ——— — lim harctg — =1
lim . lim farctg

=0.

0y 0=l T
Opét dosadime do (6.14) a mame

Pro zadanou funkci nastalo, Ze
0% f
0xdy

(0,0) #
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Pri¢ina nerovnosti v pfedchozim ptikladu spocivd v tom, ze smisené derivace nejsou
spojité v (0,0). Muzeme se presvédcit tim, ze vypocteme, jak vypadaji druhé smisené
derivace v bodech x # 0 a y # 0.

0% f _of
Oyoxr Oy

_2= Ty
I‘2+y2 $2+y2‘

<2:c arctg L y> =
T
V obraceném potadi

0% f of 5 to T 1 29/ x? — 92
=~ |z —2yarctg— | =1 — = :
0xdy Oz yarcie y 22 +y2 2?4 y?

0% f B 0% f
oxdy  Oydx

Pro x # 0 a y # 0 sice plati , ale limita v (0,0) téchto funkci neexistuje.
Definice 6.13. Necht G C R" je otevrend mnozina a k € N. Funkce f: G — R se nazve
t¥idy C* na mnoziné G (nebo kratce C*-funkce), jestlize viechny parcidlni derivace Tddu
k jsou spojité na G.

Napt. funkece tiidy C! je takova, Ze vsechny parcidlni derivace

of of  of

Ox1 Oxe " Oxy,
jsou opét spojité funkce. Pro C%-funkci pozadujeme, aby byly spojité vechny derivace

0*f orf .
527 z:l,...,nam, 1#£ 74 i,5=1,...,n.
: 0

7

Z tohoto pozadavku mimo jiné vyplyva, ze f ma spojité i vSechny prvni parcidlni derivace.
Specialné, C%-funkce je také C'-funkce. Obecné plati, Ze funkce tiidy C* je funkci tiidy
C' pro kazdé | < k.

O néco komplikovanéjsi nez derivace vyssiho rfadu jsou vyssi diferencidly. Pro nase tcely
si nastésti vystacime s nanejvys druhym diferencidlem. Ale i ten nebude tiplné jednoduchy
na prozkouméni. Neobejdeme se bez pojmu bilinearni forma.

Definice 6.14. Necht X je euklidovsky prostor. Zobrazeni ¥: X x X — R se nazjvd
bilinearni forma na X, jestlize plati

Y(shi + tho, k1) = sy(hy, k1) + ty(hg, k1),
Y(hy, sky +tke) = si(hy, k1) + ty(h, k2)

pro kazZdé hy,ho,ky1,ks € X a s,t € R.

Podminky v definici lze jednoduse vyjadrit slovy tak, Ze i je bilinearni forma, je-li
linedrni v obou proménnych. Nejbéznéjsi bilinearni forma je skaldrni soucin, ¢ (h, k) = h-k.
Snadno vidime, ze napft.

(Shl + thg) -k = S(hl . k) + t(hg . ki)
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Kazd4 bilinearni forma na euklidovském prostoru R™ ma tvar

a1 a2 - Qip k1

a1 @z -+ Qg ko
O(hk) = h- (Ak) = (hihoyo ha) | : ol

apnl Qap2 -+ QApn kn

pro néjakou ¢tvercovou matici A. Tato matice jednoznac¢né urcuje bilinedrni formu ¢ a
jeji prvky se zjisti, pouzijeme-li ve vyse uvedeném vztahu specielni volbu h = e; a k = e;:
aij = V(e €j).

A nyn{ pristoupime k definici druhého diferenciélu.
Definice 6.15. Necht G C X je otevrend podmnozina euklidovského prostoru X, ® € G
a f: G — R. Druhy (totalni) diferencial d?f(z): X x X — R funkce f v bodé
je bilinedrni forma d*f(x) splriujict

df (@ + h)[k] — df ()[k] — d*f(z)[h, K]

1 li
(615) jim Al

=0 pro kaezdé k € X.

Tato definice neni tak neprirozend, jak by se na prvni pohled zdalo. Jestlize diferencial
priblizné nahrazoval rozdil funkénich hodnot f(x + h) a f(x), tak druhy diferencial apro-
ximuje rozdil prvnich diferencidlt df(x + h) a df(x). V této logické linii jsou definoviny
i vSechny dalsi vyssi diferencidly.

Druhy diferencial nemusi vzdy existovat. Je-li funkce t¥idy C? na G, pak mé v kazdém
bodé z G druhy diferencidl. Toto tvrzeni zde nebudeme dokazovat. Zajemci si jej mohou
najit v [3]. Obecné plati, Ze funkce t¥idy C* maji k-ty diferencial. (Pifpad k = 1 jsme
si dokézali v Kapitole 5, Véta 5.14). Ziistava otdzka, jak d2f(x) vypocitat pro danou
konkrétni C?-funkci f a bod . Musime se podivat zpét na definici. Pfepiseme si ji v trochu
jiném oznaceni. Necht k € X = R" je pevné. Zavedeme pomocnou funkci p: R" — R
nésledovné:

p(z) = df(z)[k].
Funkce p ndm déva v kazdém bodé x hodnotu diferencidlu df(x) v pevném sméru k.

V tomto oznaceni je podminka (6.15) presné pozadavek na existenci diferencidlu dp(x).
Jinymi slovy, druhy diferencial funkce f je prvni diferencial funkce p:

(6.16) d*f(x)[h, k] = dp(z)[h] = d(df(x)[k])[R].

7 tohoto vztahu kromé dalsitho plyne, pro¢ jsme zvolili za oznaceni druhého diferenci-
alu symbol d?. Jde o dvojnésobné pouziti operace d , utvorit diferencigl®. Navic, a o to
nam hlavné $lo, mizeme z (6.16) odvodit zptisob vypoétu d?f(z). Uzijeme vztah (5.10) z
Tvrzeni 5.11:

(6.17)  d*f()[h,k] = d(df (z)[k])[h] = d(k - grad f())[h] = h - grad(k - grad f()).

Pfi volbé h = e; a k = e; zjistime, ze prvky matice A urcujici bilinearni formu d%f(x)
jsou

2
4y = & (@)[h.k] = e; - grad(e; -grad f(a) = (1) = TS

- 8901 633]‘ - 81’18.%']
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Tato matice se nazyvd Hessova matice nebo kratce hessidn funkce f. Budeme ji znacit

0% f 0% f 0% f
Ox? 0x10x9 o 0x10x,
0% f 0% f 0% f
H=| 010z, 023 00z,
0% f 0% f 0% f
0x,0x1 01,019 o 87.1‘%

Vypocitat druhy diferencidl funkce f v bodé x znamend zjistit hessidn v bodé x. Du-
lezitost druhého diferencidlu objevime v Kapitole 7 pri vySetfovani extrémi funkce vice
proménnych.

Pro ilustraci uvedme priklad.

Piiklad 6.16. Zjistéte d®f v bodé (1, —1) pro funkci f(zx,y) = z2y + 3y>.
Druhy diferencial je reprezentovam hessianem, takze musime vypocitat slozky matice

0% f 0% f
9.2
H(z,y) = ox 0xdy
o'f  2f
oyox  Oy?
v bodé (1,—1). Tedy
o%f 9 of 0
922 oror %(2959) = 2y,
0% f 0 of 0
o gy oy =0
2 2
PL D00 o oy O

0xdy _%@_%

H(l,-1) = ( _22 2)

Znédme-li H(1,—1), pak pfislusna bilinedrni forma tvorici druhy diferenciél je

oydx’
Odtud

d2f(1,—1)[h, k] = (h1, ho) ( _22 2 ) < ’Zl ) = —2h1ky + 2h1ka + 2hoky + 6hoks,
2
kde opét h = (h1,h2) a k = (k1, k2).

Priklad 6.17. Spoctéte druhé diferencidly funkei predstavujicich slozky bodu (x,y) v
polarnich souradnicich,

T =p0coSy, Y= psine.
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Musime vypoéitat d?z a d?y, kde = pcos ¢ a y = psin . V prvnim piipadé je hessidn

s
H 00>  000p | 0 —singp
e 0%x 0%x ~ \ —sing —pcosy )
Opdo  Op?

Tim
d2a:[h7 k] = —(h1ko + hoki) sin o — hakop cos p.

A stejnym zplisobem zjistime i hessidan H,:

0%y 0%y
H - 002 Dpdy _< 0 cos @ >
4 9%y 9%y cosp —psing )’
dpdo  Dp?

A tedy
d2y[h, k] = (h1ka + haki) cos p — haokopsin p.

3 Taylortv polynom vice proménnych

Dtvod, ktery obecné motivuje zavedeni Taylorova polynomu, je tento: z lokdlniho cho-
vani funkce v daném bodé usoudit na chovani globalni. Jinymi slovy to znamena, jak je
mozné ze znalosti hodnoty funkce a jejich derivaci v bodé x (lokalni chovéni) Tici néco
o hodnotéch funkce v dalsich bodech (globédlni chovani). Uvidime, Ze feSeni této otazky
ve vice proménnych se velmi prirozené redukuje na pripad Taylorova polynomu v jedné
proménné.

Necht € R™ je dany bod v euklidovském prostoru a necht h € R" je nenulovy smér.
Déle méjme funkei f: R® — R, o které predpokldadame, Ze je t¥idy C™*!. Oznacime

o(t) = f(x+th), tER.

Funkce ¢ je funkce jedné proménné a nas tikol zni aproximovat f(x + h) = ¢(1) pomoci
f(@®) = ¢(0) a jejich derivaci. Pro ¢ mame Taylortuv rozvoj
1

+ o+ " (0)— + R,

(6.18) (1) = ¢(0) + ¢'(0) + @"(0)%

kde R, je jeden z moznych tvara zbytku, napr.

B (p(m+1)(79)

R, = CESE v e (0,1).

Vyjadifme nyni derivace ¢ (0), i = 1,...,m pomoci f. Funkce ¢ vznikla jako restrikce
puvodni f na primku prochazejici bodem @ a majici smér h. Z predchozich kapitol zname
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vyznam jeji derivace, ¢/(t) = g—,fl(a: + th). Z tohoto mimo jiné plyne, ze budeme-li opét
derivovat funkci ¢'(t), dostaneme

2
@"(t) = 6h<g£( +th)> f( +th).

oh 2

A obecné i-t4 derivace funkce ¢ je i-t4 derivace funkce f ve sméru h

, o'f .
6.19 O)y=="L(x+th), i=1,...,m.
(6.19) P(E) = S (@ 4 th)
V bodé t = 0 tak mame

@ () = -(x =1,....m

P0) = SE@), i=1..,

Pro tvar zbytku dostaneme pomoci (6.19)
1 8m+1
R, = f (x +Uh)

(m 4+ 1)! gp™+1

pro jisté ¥ € (0,1). Dosazenim tohoto vyjadieni derivaci a zbytku do (6.18) ziskdme
nasledujici vztah

(6.20)

B of 1 9%f 1 omf 1 omtly
fl®+h)=f(z )+87( )‘*‘5 W(J’)"‘"""m a,Tn(x)"‘ m+ 1) ahmﬂ(w"‘ﬁh)-
Pro derivaci ve sméru jsme odvodili dulezity vzorec (5.10)

of -\ _ _por of
(6.21) 8h(ac) =h-grad f = hy R +- 4 hnaxn.

0
Na tuto rovnici se budeme divat v operdtorové interpretaci. Symbol h oznacuje pravidlo,

které kazdé funkci f priradi novou funkci g

oh’
of
oh’

Zobrazeni mezi mnozinami funkci se nazyvaji operdtory. Operator plisobi na danou funkci
tak, zZe ji pozméni a vytvori funkci novou. Derivace v pevném sméru h predstavuje takovy

f— =

0
operator. V této symbolice rovnost (6.21) znamend, Ze operdtor — je linearni kombinaci

oh
opratora — i
P ErRtRRRE
0 0 0 0 0
—=h-(—,...,— )| =h1— P ——.
oh (8301’ ’amn> o T e,
- ) 0 0 Y .
Zde se nabizi definovat operator grad := (8—, e a—), ktery pusobi na funkci f tak,
€1 Tn
ze ji priradi vektor grad f. Mizeme tak psat
Z{L = (h-grad)f = h - grad f.
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Déle, dvojnasobné pouziti operatoru oh dava
Pr _ 2(h rad)f = (h - grad)(h - grad) f = (h - grad)*f
on? ~ op . 8AYT =S srad) = sraci g
Napft. v pripadé dvou proménnych je
0 0 \2 0 f 0*f 0’ f
h-grad)’f = (hi=— +ho=—) f=h] —5 +2htho——— + h3 —5.
(h- grad)™f ( Yoz, * 28:c2> f=n Ox? e ? 010 i Ox3

Obecné je operator k-té derivace ve sméru h roven
akz
Ok

Pokud bychom chtéli tuto k-tou mocninu vypsat, dostaneme ponékud hrozivé vypadajici
sumu

0 0 \F
. k P —_— .« .. —
(h - grad) <h1 e + o+ by 8xn> .

0 0 \F k! k & ok
h17+-~-+h—) = hit- - hp ————————.
( Ory "0z, m%% Rtk 1 "ooah . gk
Kt ook >0
k
Vratime se proto radéji k plivodnimu oznaceni IF = (h- grad)k. V ném jsme vlastné

dokazali nasledujici vétu.

Véta 6.18. (o Taylorové polynomu) Necht G C R™ je otevrend neprdzdnd mnoZina a
necht f je funkce tiidy C™ ! na mnoziné G. Pak pro & € G a pro smér h € X takovy, Ze
usecka s konci x a x + h lezi v G, existuje ¥ € (0,1), Ze plati

622 flat+h) = f@)+ (h-grad) flo) + PED pgy 4
-grad)™ - grad)mtl
# B gy o (B o,

Poznamka 6.19. (i) Véta 6.18 zobecnuje Taylorovu vétu pro funkce jedné proménné,
nebot ji zahrnuje jako specialni pripad. Je-li n = 1, pak mame pouze jediny smér, ve
kterém lze pocitat derivace, a to je h = 1, (h je jednotkovy vektor v jednorozmérném
prostoru, a proto ma jen jednu slozku).

. da\’
h- d=(1—| = -
(h-grad) ( dm) da?

Rovnost (6.22) pak ihned déva Taylorovu vétu v jedné proménné.
(ii) Pro m = 0 se rovnice (6.22) redukuje na

f@x+h)= f(x)+ (h-grad)f(xz + Jh).

Jinak zapsano
flx+h)— f(x) = g,‘i(az + Yh).
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Toto je vicerozmérnd analogie Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté, se kterou jsme se uz
jednou setkali, viz Vétu 5.7.

(iii) Podivame se na piipad funkce dvou proménnych a rozepiSeme si ¢leny do tretiho
radu.

0 0
f(z1 4+ hi, 20 + ha) = f(x1,22) + <h18xl + h28x2> f(z1,22)+

1 ) o \?
2, (h1a +h28 2) f(z1,2)+

L1 ) o \*
3, (hla +h28 2) f(z1,22) + -+
0 0
:f(»’617e’132)+h1a£($17$2)+h28;2($1,$2)+

1 0? 0? 0?
<h2 / xba:g) 4+ 2h1hyo—+— / +h2 f($1,$2)> +

oz 2( Or10xy 20

1 353f 2 Of
+ 5 <h e 3(x1,x2)+3h hza %6:62(:51,3:2)—%

3 3

0 30
+3h1h28 .ZCI,.%'Q) +h28 ‘};(xlm%?)) + ...

I
1023
7 tohoto prikladu je jasné vidét, ze bez pomoci operatorové symboliky bychom stézi mohli
rozumné vyjadrit obecny tvar Taylorova polynomu, natoz provézt alespon trochu pre-
hledné odvozeni. Vzdyt uz v nejjednodussim vicerozmérném pripadé dvou proménnych se
vyjadieni vyssich derivaci rozrista k dokonalé neprehlednosti.

(iv) Nékdy se Tayloruv polynom vyjadiuje misto v prirustku b v rozdilu y —  odpo-
vidajicich bodu. Tento tvar ziskdme jednoduse, kdyz do (6.22) dosadime za h = y — «:

((y —x)- grad)2

f(y) = f(z) + (y — ) - grad f(x) + o flx)+...
((y — ) - grad)™ ((y — =) - grad)™"
+ - flx) + (m 1! flx+9(y — x)).

4 Transformace diferencialnich vyraza

Pod timto nazvem rozumime zavedeni novych proménnych nebo i funkci do vyrazi obsa-
hujicich derivace. Toho se vyuziva zejména pri reseni slozitéjsich diferencidlnich rovnic at
uz obycejnych nebo parcidlnich.

Zacneme jednoduchym prikladem. Mame parcidlni diferencidlni rovnici

(6.23) V1= 22 O'f LUy,

oxdy Oy

Nahradime proménné x a y novymi s a t podle vztaht
(6.24) x =sins, y==¢.
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(Otézku pro¢ zrovna timto zpiusobem a ne jinym ponechdme stranou. Nas hlavné zajima
postup, jak tyto nové proménné do rovnice zavést). Funkce f se stala zavislou na s a t
prostfednictvim z a y. Mizeme vyjadrit jeji parcialni derivace podle s a t pomoci vzorce
pro derivaci slozené funkce, viz Vétu 6.1,(i):

of Oofox 0ofdy Of of . of

95 %E—F@iy% = %coss+a—y0— %coss7

of Ofox 0ofdy Of Gfl_af

9 " osot Toyor 0z oyt oy

Tim mame

of 1 af of of

Oz cossds’ Oy Ot

(6.25)

Druhd z rovnic neni prekvapenim, nebot proménnad y je pouze prejmenovana na t. Abychom
ziskali vyjadieni pro smiSenou derivaci podle z a y, zderivujeme prvni z rovnic v (6.25)
podle y (coz je to samé jako podle t):

f o (1 a5\ 1 0
0xdy Ot \coss Os ) coss Otds

Nyni mame vSechny vyrazy v (6.23) vyjadreny pfes s a t. Dosazenim dostaneme

1 02 0 0? 0
1 —sin?s f+—f=0, tj. f+i=
coss 0tds Ot dtos =~ Ot
I kdyZ neni celem tohoto textu fesit parcidlni diferencialni rovnice, jako ukazku si tu
posledni vyresime. Mzeme ji totiz prepsat do tvaru
0 <8 f

ot (%+f>:0'

0.

To znamend, ze vyraz v zavorce nezavisi na proménné t. Je tedy cisté funkei s, tj.
of
Os
pro libovolnou diferencovatelnou funkci . Tato rovnice je v proménné s linedrni rovnice
1. fadu. Jeji feSeni zndme

+ f=p(s),

f=e? (Cl(t) + / o(s)e’ ds) =Cy(t)e ® + Ca(s),

kde C; a Cy jsou libovolné funkce t¥idy C?. Vratime-li se k ptivodnim proménnym, méame
obecné feseni rovnice (6.23)

flz,y) = Ci(y) e "% + Cy(arcsin ).

Pouceni, které mtzeme z vyse uvedeného prikladu ziskat, je néasledujici. Necht jsou
nové proménné s, t zavedeny pomoci vztahu

(6.26) x=ux(s,t), y=uy(s,t).
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Sestavime néasledujici soustavu

of _ofor ofoy
ds Oxrds Oyds’
of 8f8x+8f8y

ot Oz ot Oy ot
or Ox 0Oy Oy

Derivace —, —, —, — oCteme 6.26). Dostaneme tak soustavu dvou rovnic
VA Bs ot Ds’ atavfyp 2 (6.26) Vi YooY

pro neznidmé hodnoty % B0
x 0y

derivaci podle x a y pomoci derivaci podle s a t.
Zvladdneme-li tento zakladni krok, jeho opakovanim mizeme vyjadifovat derivace vys-
sich rfadu. Kdyz bude proménnych vice nez dvé, tj. misto vztaht (6.26) budeme mit napt.

Jejim vyrtesenim ziskame hledané vyjadreni parcialnich

x=ux(s,t,u), y=uy(st,u), z==z(stu).

of 8f 6f
ox’ 8 82

povede nas postup k reseni soustavy tfi rovnic pro tfi neznamé ——
5 Cviceni
Uloha: Naleznéte diferencidl funkce z = f(x2y, zY).

Reseni: Danou funkci si piedstavime ve tvaru z = f(u,v), kde u = 2%y a v = av.
Podle Véty 6.1,(ii) nebo podle vzorce ( 5.12) mame

of Of 4, - 9f 2 of . 41 y
dz 8ud u+ 5097 = 3, = (2zydx + 2*dy) + 5 ——(y2¥""dz + 2¥ Inzdy)
_ of y—19f 20f |y Of
= (2903/8— +yz 9 )d + ( 0 +x lnxa—)dy

Uloha: Necht funkce g1, g2: R? — R méji predpis g1(x,y) = zy a g2(w,y) = z? + 3.
Spoctéte diferencialy funkei g; a go vyjadienych v polarnich soutradnicich,
T = pcosyp, y=psingy,

vbodé p=1ap=m/2.

Reseni: Jako v predeslé tloze mame, ze diferencial dg; je

aaglda:+%g1dy—ydx+xdy

= psin p(cos pdo — psin pdp) + o cos p(sin pdp + o cos pdy).

dg1 =

V bodé p =1 a ¢ = 7/2 mdme dg; = —dy.
Podobné pro gs:

%g2d + aagzdy = 2 dz + 2y dy

= 2pcos p(cos pdp — psin pdy) + 2psin p(sin pdp + o cos pdy).

dgo =
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Pro hodnotu p =1 a ¢ = 7/2 je dg2 = 2dp.

Uloha: Pievedte Laplaceiv operator A ve dvou proménnych do poldrnich soufadnic.

Reseni: Tato tloha je ponékud pracnéjsi, nicméné dilezitd. Laplacetv operdtor ve
dvou proménnych je definovan
82 0?
N ey
oy*

Polarni souradnice maji transformacni Vztahy

T =p0coSy, Y= psine.

Podle metody popsané v c¢asti 4 sestavime soustavu

af 0f O + = 0 9y tj 8—f = cos g + sin 8—f
o Oxdo  dydo ) do Y or S08y
of 8f Ou + = 07 9y t] g = —psin a—f + ocos ﬁ
dp 0z dp Oy dp ) op esNPae T (pay'
7 téchto rovnic vypoéteme a—i a ggjj napriklad takto. Prvni rovnici vynasobime gsin @,
druhou cos ¢ a obé secteme. Dostaneme
. Of af af . Of .0 f cosp Of
6.27 sinp— 4 cosp— = po=—, tj. = =singp .
(6.27) osinp o Yoo =%y U 3y Yae T o 00

Analogicky, po vynasobeni prvni rovnice pcos a druhé —sin ¢, ziskdme z jejich souctu
vyjadieni
of of sinpdf

(6.28) Pg = COS¥ 90 o 0o

Rovnice (6.27) zéroven ukazuje, jak vyjadrit derivovani podle y pomoci derivaci podle o

a ¢. Abychom dostali druhou derivaci, pouzijeme toto pravidlo na ——.

dy
82f of o [ . Bf cos Of
— — | sinp—— -
dy? 3y dy) oy o o dp
.0 cosgp 8) < 8f cosgp@f)
= | siny + — sin ¢ —_—
< e o Oy 70 o Op

. 0
=sinyp— | singp + — +
Y0 < Y0 o Oy o Oy 790 o Oy
—in (sm ﬁ _cospdf | cosyp 0% f )
4 Y07 & og 0 000p

of cosga@f>+cos<p8<s of cos<p8f>

Cos of 0%f  sinpdf Cosg082f>
+ cos == + sin — +
0 < 00 To000 0 Op o 05
0% f sinpcosyp Jf sinpcosg 0°f  cos?@df  cos?p O*f
= sin® a5 — 22— +2 a5+ —— 5 -
do? 0* Oy o 000y o Oo  0* Oy
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Pro druhou derivaci podle x postupujeme stejné s rovnici (6.28),(nyni uz strucénéji):

0z2  Ox \ oz ) “Oag o Op (pag o Oy

82f+2sin<pcosgog_zsingpcoscp 0% f sin%og sin? @ 02 f
90 0 Oy o 000p o 0o 0 0p*

Sectenim a tpravou dostaneme vysledek

O%f 10f 1 9%f
A =52 T 000 T Po

= cos? p

Uloha: Napiste diferencialni rovnici

dy z+y
de z—y

v polarnich souradnicich.

Reseni: Tato tloha je ponékud odli$na. Doposud jsme zamétiovali pouze nezavisle pro-
meénné, zatimco zde ménime i samotnou funkci. Transformovana rovnice bude rovnici pro
novou funkci g = () nebo pro ¢ = ¢(p); to zalezi na nasi volbé. Z divodu nazornéjsiho
ilustrovani provedeme zde obé moznosti.

Uvazujme nejprve, ze o je funkei ¢, o = o(p). Pak z rovnic

T = pCOS Y, = psiny

plyne, ze x a y jsou funkcemi ¢. Mizeme proto psat

dy dydz
dp  dxde’
Tim
dy de i,y
— —sin cos
dy dp  dy YT ecosy
de dx  do ,
—  —cosp — gsin
dp  dyp ¥ —osmyp
Dosadime tento vyraz do ptvodni rovnice,
do . N
— sin coS .
dep pre (‘O_gcoscp—i—gsmgo
—Qcosgp—gsinap QoS — oSy
dep
Upravou dostaneme koneény tvar
do
dp =

Kdyz budeme nyni predpokladat, ze ¢ je funkei g, ¢ = p(p), miuzeme poklddat x a y za

funkce proménné p. Pak
dy dydx

do  dzdo
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Takze q d
% - dg; B sin<p—i—gcoscpd—(;J
de dz deo”

—  Ccosp — psinp—
do do
Dosazenim do ptvodni rovnice a tipravou ziskame vysledny tvar

dp 1

do o

7 uvedenych prikladi je vidét, ze se i pomérné slozitd tloha nékdy nechd vhodnou
preformulaci prevést na jednoduchou.

dz
1. Necht z = 22 + xy 4+ y? a = sint, y = cost. Spoctéte e

Vi dg

1
2. Necht g(t,u,v) = cos(2t + 4u? — =, v=——. Spoctéte —.
echt g(t,u,v) = cos(2t +4u® —v) a u . v 7 poctéte &

d
3. Necht z = e®In(z +y) az =53 y =1 — s>. Spoctéte d—z
s

4. Spoctéte parcialni derivace nasledujicich slozenych funkci

Tty ]
8) f(z.y) = / o(t) dt, b) fla.y) = / o(t) dt,
zy

c) f(x,y)—/g(t)dt, d) f(w,y):g(g(w,y%g(w,y))

a

o f@y) =g(v.p@)ay).  Duley2) =gy,

5. Vypoctéte diferencialy nasledujicich funkci.

a) z = z(z,y), kde x = usinv, y = u?,

b) u=flz+y+z2%+y*+2?),
c) u=h(&n, (), kde £ = 2> + 3, n =2 —y* a { = 2y,
d) uw=f(z+y,2),
e) u=f(5%)
6. Prevedte vyraz <g‘£)2 + <g’;j)2 do polarnich souradnic.

7. Nasledujici diferencialni rovnice prepiste pomoci uvedenych transformaci:

a) (1+x)y':x2—x+y+g,kdew:s+t,y:s2—t2,s:s(t),
T
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12
b) (l—l—x)y':y—i-w,kdex:23—1,y:3t,s:s(t),
y(1— ) t
c) (1+zy)y Tz de z = oY t+s,s=s(t),
1—220f of t
d —4+2—=—=0,kdex=-,y=t
) Y 8:c+ oy 0, kde z s Y ts
x of of t+1 ts
O o (1o ) ety e —oes = TEL =
P 2y OPf

f) W—i—w8w8y—<x2—(1)2)(;2;;:O,kdex:s+t,y:s2—t2,

0z /x =« 0z
Z(E4+S) )+ =1, kdew = tu, y = = tv, v =t
g) 8x< +y>+8y , kde z U, Y = UV, 2 v, v =v(t,u),
4y/l ,
h) 5 +2y +22—y)(y—x) —1=0,kde z =2t + u, y = 2t + 2u, u = u(t),
-y
0? 0 2 t
i) yayz—i—Qa—Z— ,kdex:st,y:t,z:u; , u=u(s,t),

0? 0? 0
j) a—;—l—ax;y—i—a—i:z, kdex =s+t, y=s—t, z=ue"* (u=u(ts)),

8. Ukazte, Ze rovnice
0%z 02 0%z \2
Pels (ZzyP_
0x2 0y? 0xdy

nezmeéni tvar pri jakémkoli prohozeni roli mezi z, y a z.

9. Prevedte do sférickych souradnic

2 (5 (5) + (G)

O2f  f  2f
b) 0w2+0y2+622’

(pocetné pracnéjsi).

10. Ukazte, ze zaménost parcialnich derivaci je ekvivalentni se zaménosti derivaci ve
dvou raznych smérech.

Vysledky.
' , 4 it 8 Int— of _of
1. cos 2t; 2. —sm(2t+t—2—m—t)(2—t—3 N t) 3.0;4.a) o~ ay =g(zx+y), b)
of _ .\ of _ of _ af _ of _ 9y 89 09, 09
o~ 9@), 5y =9(y), ©) 5 = yg(ay), By =zg(zy),d) 5= 5-(9,9) 5 ay(g,g)ax,
of _ 9y dg 39( )@ )flf 39+398p+@@ Qf_@g@q )af_

i %(Q,g)anyrafygg

oy dr Or Oydxr 0z0x Oy 0z0y ' Or
99 4,1, 99 of _ 9y 99 .1 Of _ Oy 99 o1
v | e Y1 z— — Z] r—1. g
axya: + azz nz, dy 8x$ nx + ayzy " D ny ny + B Tz 7 D a)
(0= 0z 0z of of of of
dz = (8:5 smv+8y2u)du+8$ucosvdv b) du <8 +8 2z )dx—i—(a +8 Qy)dy—i—
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of  of (s Oh _ Oh _ Oh oh _ Oh _ Oh B
g?t+%f22>dz ;) du = <2$&Sa—;2x+af8<>d;;_ (2y6€ 8nyanjt2 8%()(1% d)adfu_

1 10f =z y 1 .0f\2,
0u a0y 129 = f)dgjjzzad 6 (5, 255)

. . B of
7T.a)§=s+1t,b)s=stc)s+s+t= Od)8 5 0, e) t)é?t
sz_ ov  Ov 0%u 0?

J) 0s? 8 ot
<ZJ;>2+12<81J;) +Q2311n219<§gj;>2’b),928<028f> sniﬁ@i( g) s1nl19890

z0v y?0u
of . _
8 ( - 07
u 0?
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Kapitola 7

Extrémy funkci vice proménnych

Cela tato kapitola se zabyva pouze jedinou otdzkou: jakym zptisobem zjistit bod ¢i body,
ve kterych dana funkce nabyva extrém. 7 Kapitoly 4 uz vime, ze kazda spojita funkce na
uzaviené omezené mnoziné nabyva svého minima i maxima. Piislusna véta ale nedava ani
sebemensi navod, jak body, ve kterych se toto odehrava, nalézt.

Zacneme nejdrive s tzv. lokdlnimi extrémy.

1 Lokalni extrémy
Nésledujici definice pfesné vymezuje pojem, ktery se pokusime v této Casti studovat.

Definice 7.1. Necht R" je euklidovskyj prostor a f: R® — R funkce. Rekneme, Ze f md
v bodé x € R" lokalni minimum (resp. maximum ), jestlize existuje okoli U bodu x, Ze

fe) < f(y) (resp. f(z) = f(y) )

pro véechna y € U. Bude-li dokonce f(x) < f(y) (resp. f(x) > f(y)) pro vSechny body
y € U \{x}, mluvime o ostrém lokdlnim minimu (resp. mazimu,).

Nabyva-li f v @ lokalni minimum nebo maximum, fikdme, ze f ma v x lokalni ex-
trém. Podobné ostry lokdlni extrém znamend ostré lokdlni minimum nebo ostré lokalni
maximum.

2 =22 4 g2 p

Obr. 7.1.
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Rozdil mezi ostrym a neostrym extrémem je jisté ziejmy. Obrézek 7.1.(a) predstavuje
ostré lokalni minimum funkce f(x,y) = 22 + y? v bodé (0,0), kdezto v ¢asti 7.1.(b) je
(0,0) neostré lokaln{ minimum funkce f(x,y) = 2y

1.1 Stacionarni body

Bod, podezrely z toho, ze v ném funkce nabyva lokalni extrém, odhalime z jednoduché
geometrické podminky. Te¢nd rovina (event. nadrovina v ptipadé tii a vice proménnych)
musi byt v takovém bodé kolmé na osu funkénich hodnot. Diferencial, ktery zadava rovinu
tohoto typu, je nutné nulovy. Pro funkce t¥idy alesponn C' pak z Tvrzeni 5.1 plyne, Ze
nulovost diferencidlu je ekvivalentni s pozadavkem

of _ . _ o _,
8$1 N N al‘n -
V této chvili uz nas proto neprekvapi, ze plati

Véta 7.2. Necht G C R" je otevrend podmnozina euklidovského prostoru R™ a necht
funkce f: G — R je tridy C* na G. Je-li x € G bod, ve kterém f nabyjvd lokdlni extrém,

pak
of

o @) =0

pro kazZdy smér h € R™.

Dikaz. Predpoklddejme, ze x je bod lokdlniho minima funkce f. (Pro maximum by byl
dikaz zcela analogicky.) Necht h € R™ je dany vektor. Vime, Ze pro jisté okoli U bodu x
plati

(7.1) f(=®) < f(y),

kdykoli y € U. MuZeme najit tak maly interval (—d,0) C R, Ze pro vSechna ¢ € (=4, ) lezi
bod x + th stéle v okoli U. V tom ptipadé funkce ¢: (—d,d) — R definovand predpisem

p(t) = f(x +th)

mé v bodé 0 lokalni minimum: podle (7.1) je totiz

p(0) = f(z) < fz + th) = ¢(t).

Protoze f je t¥idy C!, existuje jeji derivace ve sméru h. Pro funkci ¢ to znamend, ze
existuje ¢’(0). Podle zndmé véty pro funkce jedné proménné musi byt ¢'(0) = 0. Tudiz

_ . fl@+th)—f(x) _Of
t—0 t _%g% t " oh

().

Disledek 7.3. Md-li C' funkce f v bodé x lokdlni extrém, pak v tomto bodé plati
of  _of _

(7.2) Do T e =

0.
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Dikaz. Pouzijeme Vétu 7.2 s h=e; proit=1,...,n. O

Definice 7.4. Bod x € R", pro ktery plati gf(a:) = of

= ... = —(x) = 0 se naxjvd
. 8%() Y

stacionarni bod funkce f.

Stru¢né zapsand podminka (7.2) pro stacionarni bod je
(7.3) grad f = 0.

Neékdo by se mohl zeptat, co 1ze fici o funkci f v bodé lokdlniho extrému v pripadé, ze
f neni tifdy C*'. Pak samozifejmé nemusi Véta 7.2 platit z jednoduchého diivodu: piislusna
derivace ve sméru h vibec neexistuje. Ze to mize nastat, vidime napt. na funkci

f(z,y) = max{|z], |y[},

viz obr. 7.2. Bod (0, 0) je minimum, ale diky ostrému vrcholu na grafu funkce f neexistuje
derivace v zddném sméru. Obecné plati nasledujici alternativa: v bodé lokalniho extrému
budto v néjakém sméru derivace neexistuje nebo jsou vSechny nulové.

72

Priklad 7.5. Naleznéte vSechny staciondrni body funkce f(x,y) = 5 W +ya

funkce g(z,y, z) = cos(z? + 32 + 22).

Reseni: V piipadé funkce f hleddme vechny body

(x,y) € R? splitujici
“ | 2z =max{[z],[y[}
of of
97 Tr—y a oy T+
7 druhé rovnice ihned plyne, ze x = 1. Dosazenim do
prvni dostaneme y = 0. Zavér je takovy, ze funkce f
m4 jediny staciondrni bod (1,0). Yy
U funkce g postupujeme podobné. Hleddme feseni i
soustavy ti rovnic
dg Obr. 7.2.
99 _ o 2,24 ,2) =0
D x cos(z” + y~ + 2%) ,
dg 2 2 2
9 _9 =0,
dy ycos(z® +y° + 27)
99 _ 2z cos(z? + y* + 22) = 0.
0z

Rozlisime dva piipady. Bud cos(z? + y% 4 22) = 0. Pak
x2+y2+z2:g+kw, k=0,1,...

Nebo cos(z? + y? + 22) # 0, a tak ke splnéni soustavy musi nutné byt x = y = z = 0.
Z téchto dvou pripadt dostavame, ze mnozina stacionarnich bodi funkce g je

(0,0,0) U {(z,y,2) €R3’x2+y2+z2:7r/2+k:7r, k>0}.
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Je to nekoneéné mnoho soustfednych sfér s poloméry /7/2 + km, k =0,1... spolu s po-
¢atkem (0,0,0).

Je treba mit na paméti, ze stacionarni bod je pouhym kandidatem na nabyvani lokal-
niho extrému. Jestli se nabyva lokalni minimum ¢i maximum nebo jestli se viibec zddného
extrému nenabyva, rozhoduje ve vétsiné pripadl chovani druhého diferencialu. Myslenka
v pozadi je celkem jednoduché. V okoli staciondrniho bodu x rozvineme funkci v Taylorovu
rfadu do radu 2 podle Véty 6.18. Pro prirustek h z jistého malého okoli nuly U plati

Fl@ -+ h) — fw) ~ h-grad f(@) + L (h-grad)?f(z)

Protoze x je stacionarni, je podle (7.3) grad f(x) = 0. Zbyvé vyjadieni (h - grad)?. P¥ipo-
menme si (6.17),

(7.4) d®f(@)[h, h] = (h - grad)*f(z).
Rozdil hodnot funkce v bodech & + h a x je tak odhadnut

1

(7.5) flx+h)— f(x)~ §d?f(gc)[h, h.

Bude-li funkce d?f(z)[h, h] kladna pro h € U \ {0}, tak (7.5) iikd, Ze v « je lokaln{ mini-
mum. Bude-li naopak vyraz d* f(x)[h, h] ziporny, pak v 2 je lokdlni maximum. Nenastane-
li vSak ani jeden z téchto pifpadi, tzn. druhy diferencial d?f(a)[h, h] je pro jistd h € U
kladny a pro jina zaporny, tak v & lokalni extrém nenastava.

Vidime, Ze role druhého diferencidlu zde velmi podstatné vystupuje do popredi. Proto
se musime na chvili pozastavit u funkei, které proménné h ptitadi hodnotu d?f(z)[h, h).

1.2 Kvadratické formy

Z Definice 6.14 uz vime, co je bilinearni forma. Z kazdé bilinearni formy lze snadno vytvorit
jiny typ funkce, tzv. kvadratickou formu.

Definice 7.6. Necht ¢: R” x R™ — R je bilinedrni forma na euklidovském prostoru R™.
Funkce q: R™ — R definovand

Q(h’) = w(h” h’)v h = (hlv ey h’n)a
se nazyvd kvadraticka forma na R™.

Jako je nejbéznéjsi bilinearni formou skaldrni soucin, tak nejbéznéjsi kvadratickd forma
je forma vznikla ze skalarniho soucinu

q(h) =h-h=h{+h5+--+h=|h|>

Tvar této funkce uz sdm napovida diavod, pro¢ se vyrazum tohoto typu rika kvadratické
formy. VSechny kvadratické formy jsou homogenni funkce 2. stupné. Tzn.

q(th) = t*q(h)

pro vsechna t € R a h € X. Z naseho hlediska budeme rozdélovat kvadratické formy do
tri skupin.
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Definice 7.7. Necht q: R — R je kvadratickd forma na euklidovském prostoru. Pak q
se nazyvd

(i) pozitivné definitni, jestlize existuje a > 0 takové, Ze

q(h) > a||h||?, pro viechna h € R™;

(ii) negativné definitni, jestliZe ezistuje o > 0 takové, Ze
q(h) < —allh||?, pro vsechna h € R";
(iii) indefinitni, jestlize existuji h,k € R" takovd, Ze
g(h) >0 a q(k)<0.

Je tfeba upozornit, ze vySe vyjmenované tii skupiny nepokryvaji vSechny moznosti,
které mohou nastat. Napi. kvadraticka forma na R? definovand q(hq, he) = h% splnuje, ze
q(h) > 0 pro vSechna h € R? a navic q(hg) = 0 pro nenulové hg = (0, 1). Takova forma
nezapada ani do jedné ze skupin v Definici 7.7.

Na obr. 7.3 jsou ukazky grafii kvadratickych forem na R? odpovidajici viem tiem
typuam.

q1 = h} + h3

q3 = —h% —I—h%
g = —h} — h3

(b)
Obr. 7.3.

Forma qi(h1,h2) = h? + h3 je pozitivné definitni (o = 1), ga(h1,h2) = —h? — h3 je
negativné definitn{ (o = 1) a q3(h1, ha) = —h3+h3 je indefinitn{ (¢3(1,0) < 0, g3(0,1) > 0).

Stejné jako bilinearni forma, je i kazda kvadratickd forma ¢: R — R je urcena
¢tvercovou matici fadu n, tentokrate ale symetrickou,

ail a2 ... Glp
a1 A2 ... Q9pn

A= ) ) . Q5 = Aji.
anl Gp2 ... Gnn

Jak na matici A poznat, jaky typ kvadratické formy zadava, ukazuje nasledujici kritérium.
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Véta 7.8. (Sylvestrovo kritérium) Kvadratickd forma q: R™ — R je

(i) pozitivné definitni, jestlize vsechny hlavni subdeterminanty matice A jsou kladné, tj.

a a ailp a2 ais
a11 > 0, det 1 12 > 0, det a1 Q92 as3 >0,..., det A > 0;
az; a2
azyp asz2 ass

(ii) negativné definitni, jestlize hlavni subdeterminanty stridaji znaménka pocinaje zd-
pornym,
ail aiz ai3
ail a2 n )
a1; <0, det < ) > 0, det a1 a9 ao3 <0,..., (*1) det A > 0;

a1 Q22
a3y asz ass

(iii) indefinitni, jestlize det A # 0 a pritom neplati ani pravidlo (i) ani pravidlo (ii).
Predchozi véta nezahrnuje pripad, kdy det A = 0. To odpovida tomu, zZe ani Definice 7.7
nepokryvala vSechny moznosti.
1.3 Kritérium pro extrémy

Nyni jsme uz vyzbrojeni dostatecnymi poznatky z predeslych sekci, abychom mohli dokazat
vétu o nabyvani extrému pro funkce vice proménnych.

Véta 7.9. Necht f je funkce tiidy C? na oteviené mnoziné G euklidovského prostoru R™
a necht x € G je staciondrni bod. Je-li kvadratickd forma d*f(z)[h, h]

(i) pozitivné definitni, pak je v & ostré lokdlni minimum,
(ii) negativné definitni, pak je v & ostré lokdlni mazimum,
(iii) indefinitni, pak v & nend lokdlni extrém (x je tzv. sedlovy bod).
Duikaz. (i) Piedpoklddejme, ze d?f(x)[h, h] je pozitivné definitni,
(7.6) d*f(z)[h, h] > al|h|

pro jisté a > 0. Druhy diferencial je urc¢en svou Hessovou matici, jejiz slozky tvoii vSechny
druhé parcidlni derivace. Protoze f je tiidy C?2, jsou tyto parcidlni derivace spojité. Zna-
mena to, ze pro y blizkd bodu x se Hessova matice v bodé y prilis nelisi od Hessovy matice
v bodé z. Proto i pro d?f(y) bude platit (7.6) s eventuelné trochu pozménénym o. Piesné
feceno: existuje okoli U bodu x, ze pro kazdé y € U plati

(7.7) d*f(y)[h, h] > aol|h|?

pro jisté ag > 0 a vSsechna h € R™. Zvolme ted takové dostatec¢né malé h, aby stéle bylo
x+h € U. Nyni uzijeme Tayloruv rozvoj pro funkci f(x) do druhého adu. Podle Véty 6.18
mame

(7.8) fx+h)— f(x) = h-grad f(x) + %(h -grad)?f(z + 9h),
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pro jisté 6 € (0,1). Déle vime, Ze x je stacionarni bod, a tedy h-grad f(x) = 0. K vyjadieni
(h - grad)? vyuzijeme rovnice (6.17). Tim se ndm (7.8) zredukuje na tvar

(7.9) f(x+ h) — f(x) = d*f(x + 9h)[h, h.

Protoze h bylo zvoleno, aby x+9dh € U pro vSechna ¢ € (0,1), je mozné pouzit odhad (7.7)
pro druhy diferencial. Dostaneme tak

f@+h) = f(z) = b

Odtud vidime, ze f(x + h) > f(x) pro vsechna h nenulova a takova, ze  + h € U.

(ii) Pro negativné definitni d?f(x) je ditkaz tplné stejny, az na to, ze v (7.9) je na
pravé strané zaporny clen. Proto je v & lokalni maximum.

(iii) Zbyvéa ptipad, kdy kvadraticks forma d?f(z)[h,h] je indefinitni. Existuji tedy
vektory h a k takové, ze

d’f(x)[h,h] >0 a d*f(z)[k, k] <O.

Z (7.9) opét dostavame, ze pii malém posunu z bodu x ve sméru k bodu « + h hodnota
funkce vzroste. Podobné pfi posunu ve sméru k bodu @ + k hodnota funkce klesne. Odtud
plyne, Ze v x neni lokalni extrém. O

Jako ukazku pouziti Véty 7.9 spoc¢teme nasledujici

Piiklad 7.10. Vysettete lokdlni extrémy funkce z = x(3 — 2?) — y%.

z
Yy
x
Obr. 7.4.
Staciondarni body musi vyhovovat podminkdm
0z 9 0z
0 o 3—-32° a 0 3y Y

Ty ndm déavaji z = £1 a y = 0. Funkce z mé dva staciondrni body (1,0) a (—1,0). Zjistime
nyni, jakého typu je kvadratickd forma d?z v piislusngch bodech. K tomu je tieba spoéitat
determinanty Hessovy matice. Jeji slozky jsou

0%z 0%z 0%z
— = —06x, =— =—-2, a =
Ox? 0y? 0x0y
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V bodé (1,0):
H(1,0) = ( _06 _02 )

Protoze —6 < 0 a det H(1,0) = 12 > 0, je d?z je v (1, 0) negativné definitni. Podle Véty 7.9
je v (1,0) lokdlni maximum funkce z. V bodé (—1,0) je

6 0
det(o _2>_—12<07

coz odpovida bodu (iii) v Sylvestrové kriteriu (Véta 7.8), a tedy d?z je indefinitni. Funkce
z nemd v (—1,0) lokalni extrém, (—1,0) je sedlovy bod. Graf funkce z je na obr. 7.4.

2 Vazané extrémy

V této ¢asti popiseme, jak Tesit jiny typ tloh na extrémy nez jsme doposud vidéli. Jedna
se o extrémy wvzhledem k mmnoziné. Znamena to, ze zkoumame funkci pouze v bodech dané
mnoziny a mezi nimi hleddme nejvétsi nebo nejmensi funkéni hodnotu. Metoda, kterou
budeme uzivat, se obzvlasté hodi v pripadech, kdy prislusnd mnozina je popsana jednou
¢i vice rovnicemi. Zatim se ale podivame na prvni jednoduchy piiklad hledani extrému
vzhledem k mnoziné.

Pi#iklad 7.11. Naleznéte minimum a maximum funkce f(x,%) = v/3z — y + 2 na mnoziné
M zadané rovnici 22 4 2z 4+ y? = 0.

Reseni: V tomto jednoduchém piipadé nenf nutné vynalézat néjakou specialni metodu
feSeni. Mnozina M je vlastné kruznice, nebof puvodni rovnice se necha prepsat do tvaru

(z+1)2+y*=1.

Odtud vidime, Ze stfed je (—1,0) a polomér 1. Protoze M je uzaviend a omezena a zadand
funkce f spojitd, nabyva f svého minima i maxima vzhledem k M podle Véty 4.1. Stoji
za povsimnuti, ze bez omezeni se na mnozinu M by funkce f neméla zadny extrém, nebot
nema zadné stacionarni body.

K cili ted vedou dvé cesty. Ta prvni, elegantnéjsi, spo¢ivad v postiehu, ze funkce f
je linedrni. Smér jejtho nejvétsiho ristu udava grad f = (v/3,—1). Vyjdeme-li od stiedu
kruznice M ve sméru gradientu, dorazime k bodu na M, ve kterém je maximum. Vydame-
li se od stfedu v opa¢ném sméru, musime dojit do bodu minima. Protoze polomér kruznice
je 1, prictenim jednotkového vektoru ve sméru gradientu

grad f V3 o1
| grad f| (7’_5)

ke stfedu (—1,0) dostaneme bod maxima

V3 1 V3—2 1
max — _17 <77 _7) = ( 7_7)
w L0+ (53 2 2
Podobné odecteni téhoz vektoru od stfedu ziskdame bod minima
1 21
wmin:(_LO)_ <\/§7_) = (_\/§+ 77)'
2 2 2 2
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Hodnoty v téchto bodech jsou f(®az) =4 — V3 a f(Tmin) = —V3.
Druha cesta je pocetni. Mnozina M je parametricky popsana

r=—1+4cost

(7.10) .
Yy =sint

pro t € (0,27). Dosadime toto vyjadieni do f(x,y) a dostaneme funkci proménné ¢
V3(=1 4 cost) —sint +2 = V3cost —sint +2 — /3.

Uloha se zredukovala na nalezeni minima a maxima posledniho vyrazu pro t € (0,27).
Polozime tedy prvni derivaci rovnou nule,

1
—V/3sint —cost =0, tj. tgt=——o.
V3
Tomu odpovidaji dvé Fesenf v (0,27): ¢; = 3T a ty = BT, Dosazenim do (7.10) zjistime,
ze pro hodnotu parametru t; dostavame bod xnin a pro hodnotu t5 bod xpax.

K pravé uvedenému prikladu se vratime az budeme mit dokazanu hlavni vétu této ¢asti
a spocitame jej také pomoci nové metody.

Obecné situace, kterou budeme studovat je tato: necht f: R” — R je tiidy C' na eu-
klidovském prostoru. Méjme dale p funkef g1, g2, . . ., g opét tiidy C, které ndm zadavaji
mnozinu M, a to tak, ze v bodech M plati soucasné nésledujici rovnice

gi1(x) =0,
gQ(x) =0,
gp(x) =0
Matematicky zapis mnoziny M je
P
M = {:z: ER" | gi(z) = 0, go(x) = 0,..., gplx) = o}: ﬂ{m e R" | gi(z) = o}.
i=1

Pro predstavu: R™ euklidovsky prostor dimenze n. Mnozina bodu

gi(z) = o}

predstavuje v typickych pripadech nadplochu, jejiz dimenze je n — 1. Pranik

{meR"

{mGR”

(@) =0}n{zcR" | g(2) =0}

je utvar v R™ majici dimenzi jiz n — 2. Pridavame-li do pruniku dalsi mnoziny, dimenze
vysledného ttvaru se snizi vzdy o jednu. Mnozina M je tak (n — p)-dimenzionalni plocha
v n-rozmérném prostoru R™. Napi. pii n = 3 polozme

gi(z,y,2)=rv+y+2-2 a go(z,y,2) =2 +y> - 1.
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Prvni udavé rovinu p; prochézejici body (2,0,0), (0,2,0) a (0,0,2). Druha funkce zadava
plast g nekonecného valce, jehoz osu tvori osa z a jehoz polomér podstavy je 1. Kazda
z podminek ¢1(z,y,2z) = 0 a ga(z,y,2) = 0 sama o sobé definuje dvourozmérné plochy.
Spole¢né pak urcuji kiivku danou jejich prinikem, v nasem piipadé elipsu na obr.7.5.

z

BPE

01

_—— = e —

/
t
\
N/
<

Obr. 7.5

Slibend metoda spociva v nasledujici vété. Jeji dikaz zde uvadét nebudeme, ale je ho
mozné nalézt napt. v [3].

Véta 7.12. (o Lagrangeovijch multiplikdtorech) Necht f, gi,...,gp jsou funkce tridy C*
na otevrené mnozin€ G v euklidovském prostoru R™, n > p. Méjme mnozinu M zaddnu

M:ﬁ{xeRn\gi(az):O}CG.
i=1

Ddle predpoklddejme, Ze vektory grad gi(x), grad g2(x), . . ., grad gp(x) jsou linedrné nezd-
vislé ve vsech bodech mmnoZiny M. Je-li bod xy € M bodem lokdlniho extrému funkce f
vzhledem k mnoZiné M, pak existuji takovd cisla A\1,...,\, € R, Ze bod xg je staciondrni
bod tzv. Lagrangeovy funkce

P
(7.11) L=f(x)=) X\gix).

i=1
Poznamka 7.13. Rovnicim gi(z) =0, g2(x) =0,..., gp(x) = 0 se nékdy rika vazebné
podminky a extrému vzhledem k mnoziné , vazany extrém“. Cisla i, ..., Ap jsou ozna-

covana nazvem Lagrangeovy multiplikdtory a Véta 7.12 byva v literatufe uvadéna kromé
nazvu véta o Lagrangeovych multiplikdtorech takd pod nazvem véta o vizaném extrému.
Podminka pro stacionarni bod Lagrangeovy funkce rozepsana do slozek predstavuje n
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rovnic

of o 99p

—— =AM — ... A =0,

8%1 ! 81‘1 paxl
(7.12) : :

0 0 0

OF 300 3 %y,

Oxp, oxy, Oy,
Neznamych je vSak n+p: x1,...,Zn, A1, ..., A\p. Proto k vySe uvedené soustavé pridame p
vazebnych podminek gi(x) =0, ga(x) =0,..., gp(x) = 0 a vyrovname tak pocet rovnic

i neznamych. Tuto soustavu pak v konkrétnich pripadech resime, abychom nasli body
podezrelé z extrému.

Podminka, aby gradienty grad g (), grad g2(), ..., grad g,(x) byly linedrné nezavislé
vektory je ekvivalentné vyjadiena pozadavkem, aby matice typu p x n

991 991
Ox1 Oz,
9gp 99p
O0x1 Oz,

méla hodnost p ve vSech bodech mnoziny M. V tomto tvaru je formulovan predpoklad
Véty 7.5 v mnoha ucebnicich.

Vratme se jesté k podmince stacionarity bodu @ pro Lagrangeovu funkci L(x). Kromé
podrobného rozpisu do slozek, ktery je v (7.12), mizeme podminku stacionarity vyjadrit
néasledovné:

grad L(zo) = 0, tj. grad f(zo) = A1 grad g1(xo) + - - - + Ap grad g, (o).

Vidime, ze v bodé lokalniho extrému funkce f vzhledem k mnoziné M je gradient funkce f
linearni kombinaci gradientt funkci z vazebnych podminek. Takto vyjadiena Véta 7.12 o
Lagrangeovych multiplikatorech méa nazornou geometrickou interpretaci. Podivejme se na
ni bliZze v jednoduchém piipadé roviny R?. Pfedstavme si, Ze mnozina M je kifvka dand
grafem funkce y = g(x). PfepiSeme si tuto rovnici do tvaru vazebni podminky

(713) gl(xa y) =0, kde gl(x7y) = g(x) - Y.

V casti o geometrickém vyznamu gradientu jsme zjistili, ze grad g; je normalovy vektor ke
grafu funkce y = g(z):

dg1 g1
7.14 — grad :(—,—): '(z), —1).
(7.14) n=egradg =555, (g'(x), —1)
Predpokladejme, ze v bodé (zg,y0) € M nabyva funkce f(z,y) svého extrému vzhledem
ke kiivce M. VySetifujeme-li nasi funkci pouze v bodech mnoziny M, sledujeme chovani

slozené funkce f(z,g(z)), kterd zavisi uz jen na jedné proménné. Ma-li tato funkce v bodé
o extrém, je jeji derivace nulova:

g ] =0

T=x0
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Podle vzorce o derivaci slozené funkce (Véta 6.1(i) nebo Dusledek 6.5) dostaneme

of ~of , .
9 8yg(iﬂ0) = 0.

To ovSem neni nic jiného nez skalarni soucin dvou vektorta

@ch ggj) - (1,4'(z0)) =0.

Prvni vektor je grad f. Ve druhém vektoru neni tézké rozpoznat teény vektor ke grafu
funkce g v bodé z¢: je totiz zjevné kolmy na normalova vektor n v (7.14). Posledni rovnice
(7.15) pak 1ika, Ze grad f je kolmy na tecny vektor, tj. musi mit smér normaly:

(7.15)

grad f = An = Agrad g;.

To je presné tvrzeni Véty 7.12 pro nas specidlni pripad.
Uvedeme si dva ilustrac¢ni priklady na pouziti Véty o vazanych extrémech. V prvnim
se vratime k Prikladu 7.11 a vyfesime jej metodou Lagrangeovych multiplikdtort.

Priklad 7.14. Zjistéte extrém funkce v/3x — y + 2 za podminky 2% + 2z + 32 = 0.
Méame funkci f(z,y) = V32 — y 4+ 2 a vazebnou podminku g(z,y) = 2% + 2z + 2.
Sestavime Lagrangeovu funkei (7.11):

L(z,y) = f(z,y) — Ag(z,y) = V3z —y+2— )\(x2 + 2z + yz).

Nyni si vypiseme podminky pro stacionarni bod funkce L(z,y) a pfiddme k nim vazebnou
podminku:

of |9y
L _ 2\ =0 3—2\ 1)=0
ox ox Vs (z+1)=0,
0 0
J_Aﬁzg t]. —1-2\y =0,
dy 9y
g(x,y) =0 22+ 22+ =0.
Vylouéime-li X z prvnich dvou rovnic, dostaneme vztah mezi x a y: y = —(x +1)/v/3. Ten
dosadime do treti rovnice. Vzniklou kvadratickou rovnici
1 2
2% 4 2z + M =0
3
vyfesime. Dostaneme 1 = (v3 — 2)/2 a x5 = —(v/3 + 2)/2. Dopoétenim piislusnych

y-ovych souradnic ziskdme dva body

(\/5 —2 1) ( V3 +2 1)

2 7 2) 2 2/
Jak se snadno presvédc¢ime porovnanim funkénich hodnot, prvni bod je bod maxima a
druhy je bod minima. Mame tak potfeti ovéreno teseni z prikladu 7.11.

Pokud je vazebnych podminek vice a nejsou linearni, obvykle feseni vede k rovnicim
vyssiho stupné nez dva nebo dokonce k rovnicim transcendentnim.
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Piiklad 7.15. Jaka je vzdéalenost parabol p1: y = —22 a py: y = (z — 6)%? Viz obr. 7.6.

D2

o
8

b1

Obr. 7.6

Funkce, kterou budeme minimalizovat je funkce f vzdalenosti dvou bodu (z1,y1) a
(z2,y2) v roving, z nichz jeden lezi na p; a druhy na ps. Funkce f zavisi na Ctyfech
proménnych x1,y1, T2, y2. Mame tak

F@,yn,w,92) = V(w1 — 22)2 + (11 — 12)2,
gi(1,91) =y + =,
92(x2,42) = y2 — (w2 — 6)°.
Protoze minimum funkce f se nabyva v tom samém bodé jako minimum f2, mtiZeme pro

zjednoduseni vypoctu uvazovat misto vzdalenosti jeji druhou mocninu, kterou oznac¢ime
opét symbolem f

fla g, wa,0) = (w1 — 22) + (1 — 52)*.
Vazebné podminky jsou g1(z1,y1) = 0 a ga2(x2,y2) = 0 a Lagrangeova funkce

L = f(z1,y1,22,92) — Mg1(z1,y1) — Xaga(x2, y2).

Zderivujeme tuto funkci podle z1, x2, y1 a y2 a sestavime nasledujici soustavu Sesti rovnic

of g1 092
- - A =0 — T2 = A
e Y90, 28m1 T1— T2 171,
of 991 092
- A =0 —xr1=—A -6
o Moz om, Ty — I 2(72 — 6),
of agl dg2 . A1
- A =0 tj. — Yo = —,
3y1 8y1 29 ayl J Y1 Y2 9
of g1 992 Ao
— M= —d=—=0 -y =—,
. oy oy o
g1(z1,91) =0 y = —ai,
92(x2,92) = 0 y2 = (w2 — 6)°.
Ze treti a ¢tvrté rovnice ihned plyne, ze A1 = —X3. Kdyz toho vyuzijeme v prvni a v druhé

rovnici, dostaneme x1 + 2 = 6. Z tohoto vztahu plyne, ze 1 = x5 — 6, a proto nam pata a
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Sesta rovnice davaji y; = —y2. Dosadime-li za yo do treti (nebo ¢tvrté) rovnice, dostaneme
y1 = \1/4. Zatim jsme tedy vyvodili nésledujici

A A
(716) ylz—yzzf:—f a 1+ x2=06.

Budeme ted vylucovat z pivodnich rovnic vsechny proménné kromeé z1 a yi, tzn. za ostatni
budeme dosazovat z (7.16). Tim se ndm Sest rovnic zredukuje na tyto dveé

T —3:2x1y1, Y1 :J}%.
Vyloucenim y; dostaneme rovnici tietitho stupné
223 + 1 —3=0.

Tato rovnice ma pouze jediné redlné feseni x1 = 1. Odtud pomoci (7.16) dopodcitdme
vSechny ostatni
Il :1, Y1 :—1, .1‘2:5, ygzl.

Body, ve kterych se realizuje minimélni vzdalenost jsou (1,—1) € p; a (5,1) € pa.
Zaver: vzdalenost mezi parabolami p; a p2 je vzdalenost bodu (1,—1) a (5,1):

I(1,=1) = (5, 1) = v20.

Stejné jako Véta 7.9 udavala postacujici podminky pro to, aby stacionarni bod byl
bodem lokalnfho minima ¢ maxima, mame i v pripadé vazanych extrémua podobné kri-
térium. Z toho, jak se chova jista kvadratickd forma mutzeme zjistit, zda je v prislusném
bodé lokalni extrém.

Véta 7.16. Necht f, g1, ..., gp jsou funkce tridy C? na otevrené mnoziné G v euklidovském,
prostoru R™, n > p a méjme mnoZinu M zaddnu

M:ﬁ{meR”\gi(m)zo}CG.
=1

Ddle predpoklddejme, Ze vektory grad g1, ..., grad g, jsou linedrné nezdvislé ve vsech bodech
mnoziny M. Necht x¢g € M je bod s nasledujicimi vliastnostmi

(i) existuji cisla Ai,..., A\, € R, Ze Lagrangeova funkce

L(z) = f(z) — Migi(z) — -+ — Apgp(@)
md v bodé€ xq staciondrni bod, grad L(xg) = 0,

(ii) kvadratickd forma d®L(xo)[h, h] uwvaZovand pouze pro vektory h z mnoZiny
P
T = ﬂ{w ER"|x L gradgi(azo)}
i=1

je pozitivné definitni (resp. negativné definitni, resp. indefinitni).
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Pak funkce f md v bodé xo ostré lokdlnd minimum (resp. maximum, resp. extrém nenastdvd)
vzhledem k mnoziné M.

Mnozina T z bodu (ii), na které uvazujeme kvadratickou formu d?f(axg), je tecna
,hadrovina“ k mnoziné M v bodé &g posunuta do poc¢atku. Uvozovky u slova ,,nadrovina®“
znamenaji, ze jeji dimenze nemusi byt jen o jednu mensi nez je dimenze prostoru. Dimenze
T zavisi na poctu vazebnych podminek a obecné T' ma dimenzi n — p. Zmenseni oboru
pro testovani definitnosti formy d?f(xg) je podstatné. MiiZe se totiz stat, ze kvadratické
forma je indefinitni na R", ale jeji ztzeni na T je napt. pozitivné definitni. Uvidime to
ostatné v nasledujicim prikladu.

Ptiklad 7.17. Uvazujme funkci f(z,y) = 22 — y? na mnoziné
M = {(z,y) € R?| y+e —1=0}.

M4 zde funkce f néjaky lokalni extrém?
Vazbova podminka je zde jedna

g(z,y) =0, kde g(z,y) =y + e 1.
Zjistime nejprve, jaké body vyhovuji podmince (i) Véty 7.16. Lagrangeova funkce je

Prislusné rovnice pak maji tvar

of dg .2

I W A 20 = —2 r
e )\833 0 T Axe ",
of dg .
— —A==0 tj. —2y=A
dy dy J Y )

g(z,y) =0 O=y+e® —1.

Reseni rozdélime na dva piipady: A = 0 a A # 0. V prvnim piipadé dostaneme Fesen{
x=y=X=0. Pro XA # 0 mame z prvnich dvou rovnic

.1 A
eV == =_Z.
N YT

Dosazenim do treti rovnice a po upraveé ziskdme kvadratickou rovnici
M o2x4+2=0,
kterd nemd redlné reseni. Nasli jsme tak pouze jediny bod vyhovujici podmince (i), a to

ro = (0, 0).
Postoupime ted k bodu (ii). Druhy diferenciél d*L(x) s A = 0 je dan Hessovou maticf

(7.17) d*L(zo) = ( 3 _02 ) .
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Zjistime, jakd je kvadratickd forma dand matici (7.17). VySetfovat ji ovSsem budeme pouze
pro takova h spliujici pozadavky z bodu (ii):

h 1 grad g(zo), tj. b L (0,1).

To jsou pouze vektory tvaru h = (h,0), h € R. Takze

fL@@Whh%h@(é_$><g>:ﬂﬁzmmw

Vidime, Ze tato forma je pozitivné definitni. Z Véty 7.16 plyne, ze bod xy = (0,0) je ostré
lokalni minimum funkce f na mnoziné M.

Pozastavme se u tohoto pfikladu jesté chvilku. Kvadratickd forma dand matici (7.17)
uvazovana na celém R? je indefinitni, nebot jeji prvni subdeterminant je kladny a druhy
zéporny. Pokud ji ovSsem testujeme pouze pro vektory s druhou soutadnici nulovou, stava
se pozitivné definitni.

3 Nejmensi a nejvétsi hodnota funkce

Ne kazda mnozina se nechd popsat rovnici nebo soustavou rovnic. Piiklad takové mnoziny
je ¢étverec (—1,1) x (—1,1) v R? nebo ¢4st rotac¢niho paraboloidu

P={(z,y,2) e R® | 2? +¢* < 2 <1},

viz obr. 2.5(a) apod. Zjisténi nejvétsi a nejmensi hodnoty spojité funkce na takové mnoziné
se sklada ze dvou krokia. Nejprve vysettime funkei na vnitiku mnoziny a posléze na jeji
hranici. Pro vnitfek uzijeme metodu lokalnich extrémt a pro hranici metodu extrému
vazanych.

Priklad 7.18. Zjistime maximalni a minimélni hodnotu funkce
fla,y) =2 +y° -6z —4y+11

na mnoziné
M = {(z,y) € R* | 22 +¢* — 42 < 5}.

Mnozina M je kruh se stfedem (2,0) a polomérem 3, nebot nerovnost pro M je mozné
piepsat jako (z — 2)? + y? < 9. Podivame se nejprve na stacionarni body zadané funkce.

of _ 9 _

2z —6, 0 2 — 4.

Tato soustava mé jediné feSeni o = (3,2). Bod @ lezi v M, je tedy jednim z kandidata
pro extrém funkce f. Hodnota je f(xg) = —2.
Vysettime nyni hranici 0M. Ta se skladd z kruznice o rovnici

0=g(z,y) =2°> -4z +y> 5.
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Podle Véty 7.9 v bodé extrému plati, ze Lagrangeova funkce L(z,y) = f(z,y) — Ag(x,y)
ma stacionarni bod. Tedy

af dg of dg
— —A==0, —-A=—=0 =
pro jisté A € R. Vypoctem dostavame soustavu
3—2\ 1
20 —6=\2x—4 = =24 —
x—6=M\2z—4) T=1 +1_>\
2
2y —4 = A2 tj. =
Y y ] y=1%
2 —dr+y* =5 (x—2)* +4*=09.

Z prvnich dvou rovnic plyne, ze y = 2(x — 2). Dosadime-li za = do tfeti, mdme

(x—2)2 +4(z—2)%=09.

3
Tato rovnice méa dvé feseni = 2 &+ —. Volbé znaménka minus odpovidé vysledny bod

V5

T = <2—\§5,—\§5).

Hodnota funkce v tomto bodé je f(x1) = 12+ 30//5. Pro druhou volbu znaménka mame
bod

sm (o4 2.
2 \/57 \/5 :
Hodnota f v tomto bodé je f(x2) = 12—30/+/5. Hodnota v xg je f(x¢) = —2. Porovnanim

téchto hodnot jsme vedeni k nasledujicimu zavéru:

30
ax f = f(x1) =124+ — inf=f(xyg) =—2.
max f f(z1) +\/57 min f f(zo)
Pokud mnozina, na které vysetiujeme spojitou funkci f, je uzaviena a omezend, vzdy
nejveétsi a nejmensi hodnota existuje (viz Vétu 4.1). Nespliuje-li mnozina M tyto poza-
davky, muze se stat, ze funkce f nenabyva zadny extrém na M. Uvazujme napt. funkci

f(@y)=x+y

na otevieném ¢tverci Q = (0,1) x (0, 1). To je sice omezenad mnozina, nikoli vSak uzaviena.
Je jasné, ze kdyby se jednalo o uzavieny ¢tverec, tak minimum funkce f je v bodé (0,0) a
maximum v bodé (1,1). Tyto body ale do @ nepatii. A v zddném jiném funkce f extrém
nenabyva, nebot zadny bod z @) neni stacionarnim bodem.

Jiny priklad je s uzavienou, ale neomezenou mnozinou

M = {(z,y) € R* |z = y}.

Je to vlastné pfimka prochdzejici po¢atkem. Funkce f(z,y) = z + y je na M neomezend
shora i zdola, a tak nenabyva ani nejvétsi ani nejmensi hodnoty.
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4 Cvicéeni

1. U nésledujicich funkci zjistéte body lokalnich extrém.

a) 2 =2’y (6 — 2 —y),

b) z = 2%+ y* + 9zy + 27,

C) 2= ey—l—:psin:p’

d) z =23 +y® — 3axy,

e) z=+/(a—z)(a—y)(x+y—a)
f) z=e "V (az? + by?),

2. Urcete nejvétsi a nejmensi hodnoty danych funkei na predepsanych mnozinéch.

a) z =€ na mnoziné z +y = 1,

b) z:f—l—fnamnozmex—l—y—2a a>0,x#0,y#0,

¢) z = xy na mnoziné 22 + y? = 242,

d) u = zyz na mnoziné x +y+ z =5, zy + yz + zx = 8§,

e) z=x—2y—3namnoziné 0 < z,y<1,0<z+y <1,

f) 2 =22 —-3y?> —x + 18y — 4 na mnoziné 0 < x < y < 4,

g) z=(z—1?)(z —1)3 na mnoziné y2 < z < 2,

h) z=2%2+2zy —3y> +ynamnozine 0 < 2,y <1, 0< o +y <1,
ch) z = 2?2 — zy + y? na mnoziné |z| + |y| < 1,

i) z =22 — y? na mnoziné 2% + y? < 4,

j) z = 2% + 2zy + 42 + 8y na mnoziné (0,1) x (0,2),

k) z =sinx + siny + sin(x 4+ y) na mnoziné (0,7/2) x (0,7/2),

)

) =2+ y+ 2z na mnoziné 2% + 9% < z < 1.

3. V roviné 2z — z = 0 naleznéte bod, pro néjz je soucet ¢tvercii vzdalenosti od bodi
(1,1,1) a (2,3,4) co nejmensi.

4. Méjme n bodu v prostoru, Ay = (x1,y1,21),---,An = (Tn,Yn, 2n). Urcete takovy
bod P = (z,y,2), pro né&z je soucet druhych mocnin vzdélenosti k jednotlivym
Aq, ..., A, co nejmensi.

5. Necht jsou dény A = (4,0,4), B = (4,4,4) a C = (4,4,0). Na povrchu koule se
stfedem v pocatku a polomérem 2 naleznéte bod D tak, aby objem ¢tyfsténu ABC D
byl a) co nejvétsi, b) co nejmensi.

6. Jaké rozméry ma mit kvadr daného objemu, aby mél minimalni povrch? Co v pripadé
maximalniho povrchu?

7. Jakou nejvétsi hodnotu muze mit soucin t¥i nezdpornych cisel, je-li jejich soucet a?
Zobecnéte pro soucin n ¢initela.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.
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. Pomoci pfedchoziho cviceni dokazte nerovnost mezi geometrickym a aritmetickym

prumérem
R R
(21 ap)n < LTI
n

. Rozlozte kladné ¢islo x na soucet kladnych s¢itancii x = x1+x2+x3 tak, aby hodnota

vyrazu ziah e} byla maximalni (n,m,p € N).

2 - 2
kde n € N, 2 > 0, y > 0. (Ndvod: urCete minimum funkce %(x” + y") za podminky
r+y=a).

Dokazte nerovnost

Rozlozte dané ¢islo x > 0 na soucin n kladnych ¢initela x = z1 - - - =, tak, aby soucet
jejich prevracenych hodnot byl minimélni.

V mnoziné vsech elips majici soucet poloos roven 2L naleznéte elipsu s nejvétsim
obsahem.

Urcete trojuhelnik daného obvodu 2p, ktery pri rotaci kolem jedné ze svych stran
vytvori téleso maximalniho objemu.

Necht K je rotacni kuzel vysky h a s polomérem podstavy R. Jaké rozméry musi
mit kvadr vepsany do K, aby mél maximalni objem?
Naleznéte vzdélenost paraboly y = 22 od piimky y = = — 2.

2 2
x
Na elipse T + Y — 1 naleznéte body, které maji nejvétsi a nejmensi vzdélenost od

piimky 3z +y —9 = 0.
Jaka je nejvétsi vzdalenost plochy 222 + 3y? + 222 + 22y = 6 od roviny xy?

Na kruznici jsou dva body A a B. Najdéte tieti bod C na téze kruznici tak, aby
trojihelnik ABC mél nejvétsi obsah.

—3)2
* Planeta A obih4 po elipse @?4) + (y+1)? = 1. Jeji poloha v ¢ase t je popséna
x =34 2cost
y=—1+sint.

V case t = 0 je vypusténa sonda z bodu (0,0) a pohybuje se rovhomérné po primce
2/3y — x = 0 smérem do 1. kvadrantu. Uréete, jaka musi byt rychlost v sondy, aby
se mijela s planetou A v co nejmensi vzdélenosti.

* Cestovatel se ocitne bez zdroje vody. Podle mapy zjistil, Ze je v bodé C = (0, 2/5).

M4 dvé mnoznosti: feka v niziné, jejiz tok je zakreslen kiivkou 22 —y?> =1, 2 > 0, a
1

horské jezero, které zabirad na mapé oblast (z+2)?+y < 3 +2v/5. Cestou dolti k Fece

se miize pohybovat tfikrat rychleji nez cestou nahoru k jezeru. Kam se cestovatel
vyda, aby dosel k vodé co nejdrive?
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Vysledky.

1. a) (3,2) — max; b) (—3,—3) — max; c¢) nemd extrém d) (a,a) — max pro a < 0 a min
pro a > 0; e) (0,0) — max; f) (0,0) — min, pro a > b je (+1,0) — max, pro a < b je

(O j:l) max; 2. a) (3, 1) — max; b) (a,a) — min; ¢) (+a, ia) max, (+a,Fa) — min; d)
6 (2.2.1) (2,12, 1.2.2) min (44,9, (54 (4, :0) 0.1)-min (1,0)-ma

f) ( ,4) x, (0,0) — min; g) (2,0) — max, min: oblouk paraboly 32 = z pro x € (0,2);
£,3) — max, (0,1) — min; ch) (0,0) — min, (£1,0), (0,£1) — max; i) (0,£2) — min,

h) (
(i? ) max; j) (0,0)—min, (1 2) —max; k) (3, 3) max, (0,0)—min; 1) (-1, —3, 3)—min,

N \/5,1) — max; 3. (10,2 N.4a. P = n(sz,Zyl,Z zi); 5. a) (—=2,0,0), b) (2,0,0);

(75
6. Ctverec, maximum neexistuje; 7. (a/3)3, (a/n)"; 9. z1 = #fﬂw T2 = oy T3 =
11. :1:1 = xn' 12. kruh s polomérem L; 13. a =b = 4p, c= 2p, 14. vyska kvadru

m+n+p’
je h/3; 15. 4\[, 16. (\[ \/) (— \4[,—7) 17. v/3; 18. C lezi na ose tisecky AB; 19.

v = QZ‘(ﬁG, 20. vzdalenost k jezeru je 1\[ 5 a k fece v/11 — vyda se k Tece.
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Kapitola 8

Funkce zadané implicitné

Zacneme nékolika priklady. Prvnim je znamé rovnice pro jednotkovou kruznici
22+ —1=0.

Tato rovnice popisuje kiivku, kterou si vSak nelze predstavit jako graf funkce y = y(x).
Nicméné kolem kazdého bodu (g, 30), yo > 0 na této kruznici lze najit alespon jisty tsek,
ktery uz je grafem funkce. A co vic, grafem diferencovatelné funkce.

x’
(0. 0) y= Vi

y=—v1-— a2

(an Yo

Obr. 8.1

V tomto jednoduchém pripadé lze prislusnou funkci explicitné vyjadrit, obr. 8.1. Pro
Yo > 0tojey =+v1—x2aproyy<0pak y=—v1-—2x2

Uvazujme nyni rovnici
(8.1) sinzy —x +y = 0.

Urcité existuji body, které této rovnici vyhovuji, napt. bod (0,0). Ale v tomto piipadé
uz nelze z rovnice primo vyjadrit y jako vyse. I kdybychom jiz odnékud védéli, ze krivka
definovana rovnosti (8.1) je v okoli bodu (0,0) popsatelnd jistou funkei y = y(x), tak jeji
explicitni tvar nezjistime. Pfesto bychom mohli chtit znét te¢nu k této kiivee v bodé (0, 0).
Zpusob, jak to provést je obsahem této kapitoly.
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Obecné vysetfujeme rovnice typu f(z,y) = 0. Intuitivné predpoklddame, Ze tato rov-
nice zadava krivku. Nasledujicich nékolik prikladu ukazuje, ze tato predstava muze byt
nékdy chybna.

Pi¥iklad 8.1. (i) Rovnice (z + 1)% + (y — 2)? = 0 zad4va pouze jediny bod (—1,2).

(ii) Rovnice 22 4+ y? + 1 = 0 je jiné zadani prazdné mnoziny, nebot zadny bod v R? ji
nevyhovuje.

(iii) Necht f(x,y) = |zy| — xy. Je-li soucin zy > 0, je rovnice f(x,y) = 0 splnéna. Je-li
xy < 0, tak nikoliv. Rovnost f(z,y) = 0 zadavd mnozinu sklddajici se z 1. a 3. kvadrantu.

1 Veéta o implicitni funkci

Nésledujici véta pfinasi kritérium, jak poznat, zda rovnice f(z,y) = 0 definuje v okoli

jistého bodu funkci y = y(x). Tomuto zpusobu zadani funkce y(x) se tika implicitn.

Véta 8.2. Necht G C R? je oteviend mnozina a necht f: G — R je tridy C' na G. Je-li
0

bod xoy = (z0,y0) € G takovy, Ze f(xo) =0 a —f(:co) # 0, pak existuje okoli I C R bodu xg

Ay
a funkce y: I — R tridy C*', Ze

y(zo) =yo, a flz,y(x)) =0
pro vsechna x € I. Pro derivaci y'(x) navic plati

% (@, y(a)

y'(z) = - of .
a*y(%y(ﬂ?))

Dikaz. Je-li gf(azo) # 0, pak bud je gf(wo) > 0 nebo gf(:co) < 0. Budeme uvazovat
Y Y Y

prvini moznost. Druhd se totiz resi zcela analogicky.

0
Protoze f je tiidy C*, tak 8—f je spojita funkce na G. Existuje tedy okoli @ bodu xy,
Yy

0
na kterém je or nejenom stale kladna, ale dokonce plati

dy

(8.2) gi >e

pro jisté malé € > 0. Toto okoli ) si mizeme predstavit napr. jako otevieny ¢tverec
Q = (zo — 6,70 + do) X (Yo — 6, y0 + 6)

pro néjaké § > 0, viz obr. 8.2. Funkce f(xg,y) je v proménné y rostouci, nebot jeji derivace

0
je a‘;(azo,y) > 0. Protoze f(zo,y0) = 0, existuji ¢isla y1 € (yo — d,%0) a y2 € (yo,yo + 9),

ze f(xo,y1) <0 a f(xo,y2) > 0. Ze spojitosti plyne, ze
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- Q
($7y2)
Y2 [~ 1~ '*"
|
w
Yo + |
|
|
|
n || (l',;‘yl)
_ \ ! |
| | |
I | | I
RIS SR
$0—5 ;L' ‘xo IEO+5
Obr. 8.2

i pro dalsi body x € (z¢g — 01,20 + 61), kde 0 < 01 < 0. Méjme nyni takové pevné zvolené
x € (xg — 01,29 + 01). Funkce f(x,y) proménné y roste na intervalu (yi,y2) a pritom
podle (8.3) mé na obou koncich opa¢né znaménko. Existuje tak pravé jedno y € (y1,y2),
pro néz je hodnota f(z,y) = 0. Oznaéime toto y lezici nad zvolenym bodem z jako y(z).
Tim jsme ziskali funkci y definovanou na intervalu I = (x¢ — d1, o + d1), kterd vyhovuje
podmince

fz,y(x)) = 0.

Zbyvéa ukazat, ze y je také tiidy C' na I, tj. derivace 3/ je spojitd. Mé&jme x € I a h € R\{0}
takové, ze i bod x + h lezi v I. Oznacime si

w(h) =y(x+h) —y(x), tj. y(z+h) =y(@) + wh).

Pouzijeme nyni Vétu 5.7 o stredni hodnoté pro prirtstek funkce f mezi body (z,y) a
(z,y) + (h,w(h)). Existuje ¢islo ¥ € (0,1), Ze

f@+hy(@) +wh) = f,y(x)) = (h,w(h)) - grad f(z + Oh, y(2) + Yo (h))
of

—h % (m +Oh, y(z) + ﬂw(h)) +w(h) Fy( +Oh, y(z) + ﬁw(h)).

Protoze hodnoty funkce ve zvolenych bodech (z,y) a (x + h,y +w(h)) jsou nulové, dosta-
vame

h g‘gi (x + Yh,y(x) + ﬁw(h)) +w(h) g‘g}; (a: + Yh,y(x) + 19w(h)> =0.
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0
Podle (8.2) je a—f # 0, mizeme z posledni rovnice vyjadrit w(h).
Y

%( + O, y(x) + (k)

(8.4) w(h) = — 92
(;ch (ac + Oh,y(z) + ﬁw(h))

Pomoci (8.2) lze dale vyvodit

0
2 (4 0uh,y(a) + Do)
fllin%) lw(h)| = }llir% 8? h
— —
o ( + ok, y(z) + ﬁgw(h))
1 |of -
=< }1113(1] %<x +91h,y(z) + 192w(h))’ |h| = 0.

Tim jsme dokézali, Ze funkce y(z) je spojita na I, nebot z definice w(h) plyne
li h) — = i h) =0.
lim y(z + h) —y(z) = lim w(h)

Vydélime nyni rovnici (8.4) ¢islem h a provedeme limitu A — 0. Dostaneme

ooy o Y@+ h) —yle) L w(h)
y(w) = fim h = m =,
0 0
O ot iuhyfa) + o) (o y(a)
= — lim a? =— 8]33‘ .
Gy () () ()
Z této posledni rovnosti jsme zjistili, ze jednak derivace 3 existuje, ddle vidime, ¢emu se
rovna. Protoze —— i == jsou spojité, je y tiidy C' na I. O
oxr Oy

Priklad 8.3. Podivame se na pripad ze zac¢atku kapitoly, ktery ztstal otevieny. Mame
rovnici
sinzy —x +y =0.

Zjistime, zda v okoli bodu (0,0) zadéva tato rovnice implicitné funkci y = y(z). Podle
Véty 8.2 k tomu staci oveérit, zda funkce f(z,y) = sinzy — x + y spliuje podminku

of )

8—y(0,0)7é0.
of
—(0,0) =xcoszy +1| _=1.
ay( ) y -

Protoze funkce f je t¥idy C!, je rovnéz y(x) diferencovateln4 a plati

0
oo
y/(ﬁ) — 7# = —T = ]_.

Funkce y(z) zadand implicitné rovnici (8.1) ma v nule drivaci rovnou 1.

130



HAMHALTER, TISER: DIFERENCIALNI POCET

Pro zapamatovani vzorce pro y'(z) z Véty 8.2 je vyhodnd nésledujici dvaha. Kdy-
bychom odnékud uz védeéli, implicitni funkce y(z) existuje a je diferencovatelnd, tak hod-
notu jeji derivace spocteme takto. Rovnici

f(z,y(x)) =0
zderivujeme podle x podle vzorce pro derivaci slozené funkce:

d of of ,

= @f (2,y) = v oy Y
. Of L . o Lo o e
Je-li a—y # 0, dostavame z této rovnice ihned tvar y'. Muazeme si vsimnout i dalsi véci.
Kdyby g‘f =0a gf # 0, tak lze naopak vyjadfit  pomoci y, = z(y). Obecné je

Y x

mozné vyjadrit jednu proménnou jako funkci té druhé, jestlize alespon jedna z parcidlnich
derivaci je nenulova. Jsou-li obé parcialni derivace nulové, pak nelze bez dalsiho zkoumani
fici nic.

Pro funkei f tii (a vice) proménnych je jak tvrzeni véty o implicitni funkci, tak i dikaz
podobny. Uvedeme si proto pouze znéni piislusné véty v R3.

Véta 8.4. Necht G C R3 je oteviend mnozina a necht f: G — R je tridy C* na G. Je-li

d
bod xy = (zo,y0,20) € G takovy, zZe f(xo) =0 a %(mo) # 0, pak existuje okoli J C R>

bodu (x0,v0) a funkce z: J — R tridy Ct, Ze

Z($an0) = 20, a f(‘T?y’Z(x’y)) =0
pro vsechna (x,y) € J. Pro derivace plati

of of
0z 9z 82_ 8y
oxr  Of oy - Of
0z 0z

Jako ilustraci uvedeme nasledujici priklad.
Piiklad 8.5. Zjistéte, zda rovnice 3z — 2y + 22 — In z = 0 zadava implicitni funkci z(z, )

v okoli bodu (1,1,1). V kladném piipadé urcete jeji gradient.
Ovérime predpoklady Véty 8.4.

of 1
1,1,1 2z — — =1.
0z ( ) 5 Zlz=1
Ted vime, Ze funkce z(z,y) existuje a je tiidy C'. Takze

of of
- 0z 0z B ox oy
gradz_([“)x’(?y>_ af " of
0z 0z

V bodé (1,1) pak dostaneme
grad z(1,1) = (—3,2).
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2 Cviceni

Uloha: Vypoététe prvni a druhou derivaci implicitni funkce dané rovnici
(8.5) ze! +ye® —2=0.

v bodé z = 0.

Reseni: Nejprve musime zjistit hodnotu 4(0). Dosadime 2 = 0 do rovnice (8.5):

0e¥ +ye —2=0, tj. y=2.

Ovérime, ze pro f(z,y) = ze¥ + ye® — 2 je gf((), 2) #0.
Yy

of
--(0,2) =xe? +e*| _,=1.
Ay v

Rovnici (8.5) je tak zaddna C! funkce na okoli bodu z = 0. Jeji derivaci ziskame, 7e
zderivujeme rovnici (8.5) podle x. Prvni derivace déva

d
(8:6) 0= @(l‘ey +ye® —2) =¥ +zy'e’ +y'e” + ye®.
Odtud
e + ye”
8.7 po & tye
(8.7) Y ze¥ + e*
(Ten samy vztah bychom dostali ze vzorce ve Vété 8.2.) Pro z = 0 mame 3/(0) = —e? — 2.

Protoze y je C! na okoli nuly, prava strana (8.7) je diferencovatelna funkee, tj. existuje i
y” na okoli nuly. Muzeme derivovat rovnici (8.6) jesté jednou,

d

(8.8) 0= di(ey + xy/ey + y/ea: + yex) _ 2y/ey + xyuey + xy/2€y + y//ea: + 2y/ea: + ye®.
x

Nyni viechny hodnoty # =0, y = 2 a 3y = —e? — 2 dosadime do (8.8).

0=—2(*+2)+y" —2(* +2)+2.

Odtud y” = 2e?(e? 4+ 2) + 2(e? + 2) — 2 = 2e* + 6¢€% + 2.
Zévér: funkce y ma hodnoty derivaci y/(0) = —e? — 2 a y”(0) = 2e* + 62 + 2.

d
1. Zjistéte derivace d—y funkei zadanych implicitné.
x

a) re?¥ —ylnx —8 =0 v bodé (1,7),
b) ze® —ylnz — 8 =0 v bodé (?,0),

2 2
o I VY

5 = arctg% v bodé (+2,0),
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d) 1+ 2y —In(e™ 4+ e ™) = 0 v obecném bode,
e) e*cosy+ eYcosx =1 v obecném bodé,

f) ze® = y? + zy v obecném bodé.
. Vypocététe y (a eventuelné y”) pro funkci zadanou rovnici
¥ =y~

0z

. Vypoctéte derivace — v obecném bodé pro implicitné zadané funkce.

%
ox’ Oy
a
b

¢
d

sinxy + sinyz + sinzx = 1,

z = xysin zx,

z+ef=xy+1,

arctg xr + arctgy + arctg z = 5.

)
)
)
)

. Ovéfte, ze funkce z(z,y) dand rovnici

splnuje
Oz y@y T
L , . Ofofof x , 0z 0z 0y
. Necht "apl el 920y %
echt f(x,y, z) je tfidy C" a plati, ze 91 0y 02 # 0. Cemu se rovna 9z Dy 02

. Necht rovnice f(x,y) = 0 zadava funkci y(z), kterd ma druhou derivaci. Ukazte, ze

O%f (0f\? 282f of of  02f [Of\?
_M() - 8m3y0w@y+8y?<0$>

Jy
_ o
(5)

. Vypoctéte vSechny prvni a druhé parcidlni derivace funkce z(z,y) zadané

23 — 3xyz = a’.

. Necht funkce z(z,y) je implicitné zaddna rovnici f(x,y, z) = 0. Necht funkce u(z,y)
je zaddna rovnici g(z,y, z,u) = 0 Vypoctéte Du.

. Necht z = z(x,y). Zavedeme novou funkci w = w(u,v) tak, ze plati

r+y=u,
)
7:2)’
T
z
- =w.
T
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Pomoci implicitniho derivovani ukazte, ze rovnice

0%z 0%z 02z
— —2—+—=0
Ox? Oxdy = Oy?

se transformuje na tvar

82
Pw_
ov
Vysledky.
e¥sinx — e* cosy
1. a) —1/2 + (Inv/8)/16, b) 1/(In8 — 16), ¢) 1, d) ¢/ = —y/x, s
) =1/2 + (n VB)/16, b) 1/(n8 = 16), ©) 1 4) o = —y/a, ) oot
) e’ + et —y ;L yjl—lnx' ) Y CosSTY + zCcosxz T COSTY + ZCosS Yz b)
2u+x 221 —Iny’ rcosrz +ycosyz — rcosxz+ycosyz’
ysin zx + xyz cos zx ; 1+ 22 1+ 22 0z
1 74+1),d) — - ;b -1, 7. — =
1 — 22y cos zx ©) y/(e" +1), @/(e” + 1), d) 1+22" 1442 "7 Ox
yz 0z Tz 0%z 5 T’z 0%z 5 24— 2xy2? — 2%y? 0%z
_— _— = — _— = — = A _— =
22 —xy’ Oy 22—y’ Oz (22 — zy)3’ Oxdy (22 —xy)® 7 Oy?
—2 ; 8. Du = 8zam—5I>Dx+<zy—y>Dy.
2 . \3 9g0f 0 9g0f @
(2% = 2y) dud: o uds ou
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