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Zakladni informace

Stranky pfedmétu:
https://moodle.fel.cvut.cz/courses/A8B01OGT

Obsah kurzu:
@ Formulace optimaliza¢ni dlohy
@ Ziklady konvexni analyzy v R™
© Podminky optimality
@ Dualita
© Linearni a kvadratické programovani
© Vybrané numerické metody v optimalizaci
@ Uvod do teorie her
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https://moodle.fel.cvut.cz/courses/A8B01OGT

Kde Ize potkat optimalizaci nebo teorii her?

L. Euler: ,Nothing takes place in the world whose

meaning is not that of some maximum or minimum.”

Matematika
Fyzika

Rizenf

Zpracovani signalu
Zpracovani obrazu
Komunikace
Elektronika
Energetika

Umél4 inteligence

Ekonomie
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Formulace tlohy

Definice
Necht f: D - Ra M C D.

o Rekneme, ¥e f nabyva v & € M minima (resp. maxima) na M,
jestlize pro kazdé x € M je f(&) < f(z) (resp. f(z) < f(2)).

e Nabyva-li f v & minima (resp. maxima), pak f(&) se nazyva
minimum (resp. maximum) funkce f na M a % se nazyvad bod
minima (resp. bod maxima) funkce f na M.

o Extrémem funkce f na M rozumime jeji minimum nebo maximum
na M. Body, ve kterych funkce f nabyva extrému na M, nazyvame
body extrému funkce f na M.

e Umluva: U pojmii z predchozi definice budeme vynechévat ,na M*,
jestlize M = D.
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Formulace tlohy

Znacent:

mingeas f(x) ... minimum funkce f na M,
maxzens f(x) ... maximum funkce f na M;

argmin,c,, f(z) ... mnozina vSech bod minima f na M;

argmax,c,s f(z) ... mnozina vSech bodi maxima f na M.

Definice

Pod optimaliza¢ni dlohou rozumime jakoukoli z nasledujicich dloh:
(U1) Pro f: D — R a M C D naleznéte argmin,c,, f(z).
(U2) Pro f: D — R a M C D naleznéte argmax,c, f(x).

e Zapis tlohy (U1): minimalizujte f na M.

e Zapis dlohy (U2): maximalizujte f na M.

@ Nalézt vSechna FeSeni optimalizacni dlohy je vétSinou obtizné. Casto
se tak spokojime i s nalezenim jediného feSeni.
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Formulace tlohy

Terminologie:
e f ...cilova funkce;
M ...pFipustna mnoZina,
Prvky z M ... pFipustné body;
Prvky z argmin, ., f(x) ... Feseni dlohy (U1);

Prvky z argmax,c,; f(x) ... Feseni dalohy (U2).

Priklad
argmingcp 1)z = {0}.
argminge (1) & = 0.

argmingc(_, - [sinz| = {-m,0,7}.

o
2]
o
o

argmingc,, 1 = M.
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Souvislost (U1) a (U2)

Tvrzeni
Necht f : D - R, M C D az € M.

Q I € argmin, ), f(x) pravé tehdy, kdyz & € argmax,c s (—f(z)).
@ Nabyva-li f v néjakém bodé z M minima na M, pak

min f(z) = —max(—f(z)).

zeM xeM

Dikaz: Viz prednaska. |

Dvé dilezité oblasti optimalizace jsou:
o Optimalizace v R"™.

@ Variacni pocet.
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Opakovani

@ Prostor R™ .. .linedrni prostor vSech usporadanych n-tic realnych
Cisel. Prvky R™ budeme povazovat za ,sloupcové vektory", tj. je-li

x € R™, pak pisSeme
Z1

Tn

@ Skalarni souéin na R™:

n
(my) =yTz=> ziy
=1

@ Eukleidovska norma na R":

]l =/ {x, z).
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Optimalizacni dlohy v R"

Je dana cilova funkce f: D C R™ — R, mnozina 2 C D a mnozina

M= {2 €Q|g(@) < 0,...,0(x) <0,hi(x) = 0,....Jy(x) = 0},

kde g1, ..., 9k, h1,...,h; jsou redlné funkce definované na €.

Ulohu (U1) s cilovou funkci f a pfipustnou mnozinou M budeme
zapisovat ve tvaru:

minimalizujte f(z)

za podminek g;

Obdobné zapisujeme odpovidajici dlohu (U2).
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Optimalizacni dlohy v R"

@ Terminologie:
x € Q) ... pfimé omezeni,
gi(:r:) < 0 ...omezeni ve tvaru nerovnosti;
hj(x) =0 ... omezeni ve tvaru rovnosti.

@ Umluva: Je-li Q = D, pak pfimé omezeni budeme v zapisu

vynechavat.
@ Omezeni g(x) = h(z) Ize vzdy zapsat pomoci dvou omezeni
9(x) < h(zx) a g(z) = h(z).
@ Omezeni g(x) > h(xz) mizeme pfepsat do tvaru —g(z) < —h(x).
@ Omezeni g(z) < h(z) Ize psat ve tvaru G(z) < 0, kde

)

G(x) = g(x) — h(z).
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Optimalizacni dlohy v R"

Priklad

minimalizujte z2 4 1
3

za podminek — <1,
x
rz € N.

Vidime, ze pfipustnd mnozina je M = N\ {1, 2}.

(Je snadné ukazat, ze argmin, ., 72 + 1 = {3}.)
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Optimalizacni dlohy v R"

Priklad

maximalizujte Inx
za podminek x <5,

cos(mz) = 1.

P¥ipustnd mnozina tedy je M = {2,4}.

(Ztejmé argmax,c s Inz = {4}.)
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Zakladni klasifikace oblasti optimalizace v R”

@ Nepodminéna optimalizace ... pfipustna mnozina je R".

@ Podminéna optimalizace ... pfipustnd mnozina je vlastni podmnozina
mnoziny R".

@ Konvexni optimalizace ... pfipustnd mnozina M je konvexni a cilova
funkce je konvexni (resp. konkavni) na M v pfipadé minimalizaéni
(resp. maximaliza¢ni) Glohy.

@ Linearni programovani ... pfipustnd mnozina je konvexni polyedricka
mnoZina a cilova funkce je afinni.

o Kvadratické programovani ... pfipustnd mnozina je konvexni
polyedrickd mnozina a cilova funkce je kvadraticka.

@ Celociselné programovani ... pfipustnd mnozina je prinik konvexni
polyedrické mnoziny a mnoziny Z™ a cilova funkce je afinni.
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Motivacni priklady — optimalizace v R"

P¥iklad (ProloZeni bodii pfimkou)

Namérené hodnoty zavislosti napéti na rezistoru na protékajicim proudu
jsou:

Proud [A] | 0,02 [ 0,04 [ 0,06 | 0,08
Napéti [V] | 5,0 | 10,1 | 15,8 | 21,1

Chceme-li z naméfenych hodnot uréit odpor R metodou nejmensich
Ctvercli, musime vyresit tlohu:

minimalizujte

f(R) = (0,02R—5)*+(0,04R—10,1)?+(0,06 R—15, 8)*+ (0,08 R—21,1)*

na R.
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Motivacni priklady — optimalizace v R"

Priklad (Uloha o dieté — pfiprava salatu)

Jedna porce salatu musi obsahovat alespon 4g vlakniny, 15mg vitaminu C
a 20mg hot¢iku. Suroviny na ptipravu salatu jsou mrkev, okurka a rajce.
Ceny pfislusnych surovin a zastoupeni vyzadovanych latek v téchto

surovinach jsou:

Mrkev | Okurka | Rajce
Vldknina [g/kg] 29 7 16
Vitamin C [mg/kg] | 45 137 187
Horcik [mg/ke] 180 | 90 80
Cena [K¢/kg] 25 20 30

Cilem je najit takové sloZeni salatu, aby cena za porci byla co nejnizsi pfi

spInéni predepsanych podminek.
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Motivacni priklady — optimalizace v R"

Piiklad (Uloha o dieté — p¥iprava salatu)

Oznaéme x3; mnozstvi mrkve, xp mnozstvi okurek a xg mnozstvi rajcat
(vSe v kilogramech), kterd jsou potfebna k pFipravé jedné porce salatu.
Potom zadany problém vede na optimalizaéni tlohu

minimalizujte 25x5; + 20z + 30xR

za podminek 29xp; 4+ 7xp + 162 > 4,
45z + 137x0 + 187xr > 15,
180z s + 9020 + 80z > 20,
Ty, To, xR > 0.
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Motivacni priklady — optimalizace v R"

P¥iklad (Volba investice)
Banka nabizi dva investi¢ni produkty.
o Ocekavany mési¢ni vynos prvniho investi¢niho produktu (v tis. K&) pfi

. L. . vy 2x
investici = (v tis. K&) je T2435°

o Octekavany mési¢ni vynos druhého investi¢niho produktu (v tis. K¢&)
pri investici x (v tis. K<) je -5

o Jakym zpiisobem ma investor rozdélit castku ¢ = 100000K¢ mezi
uvedené dva investi¢ni produkty tak, aby celkovy ocekavany mésicni

vynos byl co nejvétsi?
x
LY
4dr+25  y+50
za podminek z + y = 100,
z,y > 0.

maximalizujte
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Motivacni priklady — optimalizace v R"

Ptiklad (Klasifikacni aloha)

V R" jsou dany mnoziny bodi A = {ai,...,ax} a B={b1,...,b}.
At w e R"\ {0} a e R

H je nadrovina o rovnici (z,w) + A = 0.

H; je nadrovina o rovnici (z,w) + A =1 a Hs je nadrovina o rovnici
(r,w) + A= —1.

Chceme uréit w a A tak, aby mnoziny A, B byly od sebe optiméalné
oddéleny nadrovinami Hy, Hy. Pfesnéji chceme, aby mnoziny A a B
lezely v disjunktnich poloprostorech uréenych nadrovinami H; a Hs
(A v poloprostoru uréeném H; a B v poloprostoru uréeném Hs) a
vzdalenost mezi Hi a Ho byla co nejvétsi.

Vzdélenost mezi nadrovinami Hy a Hs je ﬁ Dale m je vzdalenost
H od H; a také vzdalenost H od Hs.

v
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Motivacni priklady — optimalizace v R"

Ptiklad (Klasifikacni dloha)
© Hledané parametry w a A jsou feSenim tlohy

2

maximalizujte g(w, \) = Tl
w

za podminek (a;,w) + A > 1 pro vdechna i = 1,...  k,

(bj,w) + A < —1 pro vechna j =1,...,L

Q (w, /A\) je feSenim dlohy z pfedchoziho bodu pravé tehdy, kdyz je
feSenim ulohy (kvadratického programovani) ve tvaru
o 1 2
minimalizujte h(w,\) = 5 |lw]|

za podminek (a;,w) + A > 1 pro vdechna i =1,..., k,
(bj,w) + A < —1 pro vechna j =1,...,L
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Vs

Ukazka optimalizacni Glohy z varia¢niho poctu

P¥iklad (Nejkratsi spojnice dvou bodi)

V roviné jsou dany body P = (0,0)T a Q = (1,1). Chceme nalézt
nejkratsi spojnici bodl P a ) mezi vSemi kiivkami danymi grafy funkci
z prostoru C'1([0,1]), jejichz po¢ate¢ni bod je P a koncovy Q.

Hledame tedy FeSeni optimalizacni Glohy

minimalizujte /01 V1+[f(x)]?de

za podminek f(0) =0,
) =1,
feCi([o,1]).
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