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FEL ČVUT v Praze

bohata@math.feld.cvut.cz

Martin Bohata Optimalizace a teorie her Maticové hry 1 / 18



Úvod

Definice

Maticová hra je sḿı̌sené rozš́ı̌reńı konečné hry dvou hráč̊u s nulovým
součtem.

At’ G = (S1, S2, u) je konečná hra dvou hráč̊u s nulovým součtem, kde
S1 = {σ1, . . . , σm}, S2 = {τ1, . . . , τn} a u : S1 × S2 → R.

Jednoznačná korespondence mezi u a matićı A = (aij) ∈Mm,n(R),
kde aij = u(σi, τj).

A. . . matice hry (výplatńı matice, matice užitku,. . . )
Maticová hra odpov́ıdaj́ıćı ȟre G je hra Γ(A) = (X,Y, U), kde

X =
{
x ∈ Rm

+

∣∣∑m
i=1 xi = 1

}
,

Y =
{
y ∈ Rn

+

∣∣∑n
i=1 yi = 1

}
,

U : X × Y → R je dána p̌redpisem

U(x, y) =

n∑
j=1

m∑
i=1

u(σi, τj)xiyj = xTAy = 〈Ay, x〉 .
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Úvod

X,Y jsou (neprázdné) konvexńı kompaktńı množiny a U je spojitá
funkce na X × Y .

Maticová hra je plně určena matićı A, nebot’:

počet řádk̊u matice A určuje X,
počet sloupc̊u matice A určuje Y ,
Funkce U je dána matićı A.

Γ(A) je hra dvou hráč̊u s nulovým součtem.

Značeńı:

O1(A). . . množina všech optimálńıch strategíı 1. hráče ve ȟre Γ(A).

O2(A). . . množina všech optimálńıch strategíı 2. hráče ve ȟre Γ(A).

V (x) := infy∈Y U(x, y) = miny∈Y 〈Ay, x〉.
V (y) := supx∈X U(x, y) = maxx∈X 〈Ay, x〉.
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Optimálńı strategie a maticové hry

Plat́ı:

v = maxx∈X V (x).

v = miny∈Y V (y).

Č́ıslo v ∈ R je cena hry Γ(A) právě tehdy, když

v = max
x∈X

min
y∈Y
〈Ay, x〉 = min

y∈Y
max
x∈X
〈Ay, x〉 .

O1(A) = argmaxx∈X V (x).

O2(A) = argminy∈Y V (y).

O1(A) a O2(A) jsou množiny všech řešeńı konvexńıch
optimalizačńıch úloh.

Věta (O minimaxu)

Cena hry Γ(A) existuje a oba hráči maj́ı alespoň jednu optimálńı strategii.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Optimálńı strategie a maticové hry

Dále budeme značit:

vektory standardńı báze v Rm symboly e1, . . . , em;

vektory standardńı báze v Rn symboly f1, . . . , fn.

Lemma

V (x) = min
j∈{1,...,n}

〈Afj , x〉 ,

V (y) = max
i∈{1,...,m}

〈Ay, ei〉 .

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Optimálńı strategie a maticové hry

Př́ıklad (Grafické řešeńı hry Γ(A) s matićı 2 × n)

Je dána hra Γ(A), kde A =

(
4 2 6
1 5 0

)
.

V (x) = min
j∈{1,2,3}

〈Afj , x〉 = min{4x1 + x2, 2x1 + 5x2, 6x1}

Polož́ıme-li x = (p, 1− p)T , kde p ∈ [0, 1], pak

V (x(p)) = min{3p+ 1,−3p+ 5, 6p}

V (x(p))

1
3

2
3

1

2

3
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Optimálńı strategie a maticové hry

Př́ıklad (Grafické řešeńı hry Γ(A) s matićı 2 × n – pokračováńı)

Protože jediný bod maxima funkce V (x(p)) na [0, 1] je 2
3 , je x̂ = 1

3(2, 1)T

jediný bod v O1(A) a cena hry je v = 3.

Zbývá nalézt O2(A) =
{
ŷ ∈ Y

∣∣V (ŷ) = 3
}

. At’ ŷ ∈ O2(A).

Z rovnosti AT x̂ = (3, 3, 4)T plyne ŷ3 = 0.

Podḿınka V (ŷ) = 3 znamená, že

3 = max
p∈[0,1]

(p, 1− p)Aŷ =

{
4ŷ1 + 2ŷ2, je-li ŷ1 ≥ ŷ2,
ŷ1 + 5ŷ2, je-li ŷ1 < ŷ2.

ŷ = (ŷ1, ŷ2, 0)T ∈ Y , tj. ŷ1 + ŷ2 = 1 a ŷ1, ŷ2 ≥ 0.

Odtud ŷ = 1
2(1, 1, 0)T je jediný bod v O2(A).
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Maticové hry a lineárńı programováńı

Tvrzeńı

Necht’ E ∈Mm,n(R) je matice samých jedniček, v ∈ R je cena hry Γ(A) a
c ∈ R. Potom O1(A) = O1(A+ cE), O2(A) = O2(A+ cE) a cena hry
Γ(A+ cE) je v + c.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Dále budeme bez újmy na obecnosti p̌redpokládat, že matice A má
všechny komponenty kladné!
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Maticové hry a lineárńı programováńı

Množina O1(A) je množina všech řešeńı úlohy

maximalizujte min
j∈{1,...,n}

〈Afj , x〉

za podḿınek
m∑
i=1

xi = 1,

x ≥ 0.


(U1)

Množina O2(A) je množina všech řešeńı úlohy

minimalizujte max
i∈{1,...,m}

〈Ay, ei〉

za podḿınek
n∑
j=1

yj = 1,

y ≥ 0.


(U2)
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Maticové hry a lineárńı programováńı

Označme Ik = (1, . . . , 1)T ∈ Rk.

Mı́sto (U1) a (U2) můžeme řešit vzájemně duálńı úlohy lineárńıho
programováńı:

minimalizujte 〈ξ, Im〉
za podḿınek AT ξ ≥ In,

ξ ≥ 0.

 (P )

maximalizujte 〈η, In〉
za podḿınek Aη ≤ Im,

η ≥ 0.

 (U)
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Maticové hry a lineárńı programováńı

Jak souviśı řešeńı úloh (U1) a (U2) s řešeńımi úloh (P) a (D)?

Řeš́ı-li ξ̂ úlohu (P), pak x̂ = 1

〈ξ̂,Im〉 ξ̂ řeš́ı (U1).

Řeš́ı-li x̂ úlohu (U1) a v je cena hry Γ(A), pak ξ̂ = 1
v x̂ řeš́ı (P).

Řeš́ı-li η̂ úlohu (D), pak ŷ = 1
〈η̂,In〉 η̂ řeš́ı (U2).

Řeš́ı-li ŷ úlohu (U2) a v je cena hry Γ(A), pak η̂ = 1
v ŷ řeš́ı (D).

Př́ıklad

Je dána hra Γ(A) s matićı hry

A =

(
3 1 5
2 4 3

)
.

Pak x̂ = 1
2(1, 1)T ∈ O1(A) a ŷ = 1

4(3, 1, 0)T ∈ O2(A).
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Maticové hry a lineárńı programováńı

Př́ıklad

Je dána konečná hra G dvou hráč̊u s nulovým součtem. Matice hry G je

A =

(
3 4 1
4 3 5

)
.

1 Nashovo equilibrium hry G neexistuje.

2 Pro odpov́ıdaj́ıćı maticovou hru Γ(A) plat́ı 1
5 (2, 3)T ∈ O1(A) a

1
5 (0, 4, 1)T ∈ O2(A). Cena hry Γ(A) je v = 17

5 .
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Symetrické maticové hry

Definice

Hra G = (S1, S2, u) dvou hráč̊u s nulovým součtem se nazve symetrická,
jestliže S1 = S2 a u(σ, τ) = u(τ, σ) pro každé σ, τ ∈ S1.

Tvrzeńı

Necht’ A ∈Mn(R).

1 Hra Γ(A) je symetrická právě tehdy, když A je antisymetrická (tj.
AT = −A).

2 Je-li Γ(A) symetrická hra, pak jej́ı cena je v = 0 a O1(A) = O2(A).

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Symetrické maticové hry

Př́ıklad

Je dána maticová hra Γ(A) určená matićı

A =

 0 1 −1
−1 0 1
1 −1 0

 .

Hra Γ(A) je symetrická a plat́ı
(
1
3 ,

1
3 ,

1
3

)T ∈ O1(A) = O2(A).
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Bimaticové hry

Definice

Bimaticová hra je sḿı̌sené rozš́ı̌reńı konečné hry dvou hráč̊u.

At’ G = ({1, 2}, (S1, S2), (u1, u2)) je konečná hra dvou hráč̊u, kde
S1 = {σ1, . . . , σm}, S2 = {τ1, . . . , τn}. At’

X =
{
x ∈ Rm+

∣∣∑m
i=1 xi = 1

}
;

Y =
{
y ∈ Rn+

∣∣∑n
i=1 yi = 1

}
;

U1 : X × Y → R a U2 : X × Y → R jsou dány p̌redpisy

U1(x, y) = 〈Ay, x〉 ,
U2(x, y) = 〈By, x〉 ,

kde A,B ∈Mm,n(R) splňuj́ı Aij = u1(σi, τj) a Bij = u2(σi, τj).

Pak bimaticová hra odpov́ıdaj́ıćı ȟre G je hra

Γ(A,B) = ({1, 2}, (X,Y ), (U1, U2)) .
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Bimaticové hry

At’

R1 = {(x, y) ∈ X × Y |U1(x, y) = maxa∈X U1(a, y)};
R2 = {(x, y) ∈ X × Y |U2(x, y) = maxb∈Y U2(x, b)}.

Tvrzeńı

Bod (x̂, ŷ) ∈ X × Y je Nashovo equilibrium hry Γ(A,B) právě tehdy, když
(x̂, ŷ) ∈ R1 ∩R2.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Jestliže X,Y ⊆ R2, můžeme R1 a R2 ztotožnit s podmnožinami
v R2. Konkrétně s

R̃1 =
{

(x1, y1) ∈ R2
∣∣ (x, y) ∈ R1

}
,

R̃2 =
{

(x1, y1) ∈ R2
∣∣ (x, y) ∈ R2

}
.
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Bimaticové hry

Př́ıklad

At’ A =

(
2 0
−1 1

)
a B =

(
1 0
−1 2

)
. Pak

R̃1 =

{
(0, q)

∣∣∣∣q ∈ [0, 1

4

)}
∪
{(

p,
1

4

)∣∣∣∣p ∈ [0, 1]

}
∪
{

(1, q)

∣∣∣∣q ∈ (1

4
, 1

]}
,

R̃2 =

{
(p, 0)

∣∣∣∣p ∈ [0, 3

4

)}
∪
{(

3

4
, q

)∣∣∣∣q ∈ [0, 1]

}
∪
{

(p, 1)

∣∣∣∣p ∈ (3

4
, 1

]}
.

Tedy R̃1 ∩ R̃2 =
{

(0, 0),
(
3
4 ,

1
4

)
, (1, 1)

}
. Nashova equilibria proto jsou

((0, 1), (0, 1)),((
3
4 ,

1
4

)
,
(
1
4 ,

3
4

))
,

((1, 0), (1, 0)).

Martin Bohata Optimalizace a teorie her Maticové hry 17 / 18



Bimaticové hry

Př́ıklad (lupič a hĺıdač)

At’ A =

(
l −v
0 0

)
a B =

(
−p o
k 0

)
, kde l, p, v, o, k > 0.

Lupič (odpov́ıdá prvńımu hráči) má strategie K (krást) a N (nekrást).

Hĺıdač (odpov́ıdá druhému hráči) má strategie S (spát) a H (hĺıdat).

V profilu (K,S) si lupič odnese lup a hĺıdač je propuštěn.

V profilu (K,H) bude lupič chycen a hĺıdač dostane odměnu.

V profilu (N,S) lupič nic neukradne a hĺıdač se vysṕı.

V profilu (N,H) lupič nic neukradne a hĺıdač bude celou noc vzhůru.

V tomto p̌ŕıpadě je R̃1 ∩ R̃2 =
{(

k
p+k+o

)
,
(

v
v+l

)}
.

Vid́ıme, že strategie lupiče v Nashově equilibriu neńı ovlivněna hodnotou
parametru l, který “oceňuje” lup!
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