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Definice konvexni mnoziny

Definice

Necht z,y € R™. MnoZina
[z,y] :=={dz + (1 =Ny [0 <A< 1}

se nazyva (uzaviena) dsecka s krajnimi body z,y.

Definice

Mnozina C C R" se nazve konvexni, jestlize pro kazdé x,y € C' je
[z,y] € C.
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Zakladni priklady

Priklad
© Kazdy interval v R je konvexni mnoZina.
© Kazdy linearni podprostor prostoru R™ je konvexni mnozina.
© Kazda lUsecka a prdzdnd mnozina v R™ jsou konvexni mnoziny.
Q Necht a € R ay € R"\ {0}. Nadrovina

H(y;a) = {z e R"[(z,y) = a}.

je konvexni mnozina. Vektor y se nazyvad normalovy vektor
nadroviny H (y; «).
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Zakladni priklady

Priklad
@ Necht y € R"\ {0} a a € R. Uzavieny poloprostor
{z eR"|(z,y) < a}
je konvexni mnozina.

@ Uzavrena koule
B(a;r)={z e R" |||z —a| <1}

o stredu @ € R™ a poloméru r > 0 je konvexni mnoZina.
Q Okoli
Ula;r) ={z e R"[[lz —al| <7}

bodu a € R™ o poloméru r > 0 je konvexni mnozina.

Jsou mnoziny v @ a @ konvexni i v ptipadé, Ze euklidovskou normu
nahradime jinou normou (naptiklad sou¢tovou nebo maximovou)?
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Mnozinové operace a konvexita

Tvrzeni

Priinik libovolného poltu konvexnich mnozZin je konvexni mnoZina.

Dikaz: Viz prednaska.
Znaceni:

e M, »,(R) ... mnoZina viech m x n redlnych matic.
e M, (R) ... mnozina vSech n x n redlnych matic.
Ptiklad

@ Necht A € M,,, ,(R) a b € R™. Afinni podprostor (linearni
varieta)

{r e R"| Az = b}.
je konvexni mnozina.

@ Nezaporny ortant

R? = {(ml,...,xn)T GR”‘xl >0,...,2n 20}
je konvexni mnozina.
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Mnozinové operace a konvexita

Ptiklad (Pokracovani)
© Necht A € M,,, ,(R) a b € R™. Konvexni polyedricka mnoZina

{r e R"| Az < b},

kde Ax < b znamend b — Ax € R, je konvexni mnozina.
Omezena konvexni polyedrickd mnoZina se nazyvd konvexni
mnohostén. Napftiklad

1 1 1
T er?l =1 o | (") <o
T2 0 —1) \*2 0

je konvexni mnohostén.

@ Sjednoceni a rozdily mnozin konvexitu nezachovavaji (viz nap¥.

[0, 1] (0,1) = {0} U{1}).
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Mnozinové operace a konvexita

Definice

Zobrazeni f : R™ — R™ se nazyva afinni, existuji-li A € M,,, ,(R) a
b € R™ tak, ze f(z) = Ax + .

Tvrzeni

Necht f : R™ — R™. Pak f je afinni pravé tehdy, kdyZ pro kaZdé
x,y € R™ a kazdé \ € R plati

fQz+ (1 =Ny) =Af(z) + (1= A)f(y).
Diikaz: Viz prednéska. |

v

@ Z uvedeného tvrzeni specialné plyne, Ze afinni zobrazeni f zachovava
Gsecky, tj. pro vSechna z,y € R" je

f(l,yl) = [f (), f(y)]-
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Mnozinové operace a konvexita

Tvrzeni

Je-li f: R™ — R™ afinni a C C R"™ konvexni, pak f(C') je konvexni.

Diikaz: Viz prednaska.

Tvrzeni

Necht C; CR™ a Cy C R™. Pak Cy a Oy jsou konvexni mnoZiny pravé

tehdy, kdyz C1 x Cy je konvexni mnoZina.

Dikaz: Viz prednaska.

Pf¥iklad
Q [0,1]" je konvexni mnozina.
@ B(0;1) x [0, 1] je konvexni mnozina.
@ Kladny ortant R , = (0,00)".
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Konvexni obal

Definice

Konvexni obal mnoziny M C R" je priinik vSech konvexnich mnozin v R"
obsahujicich M. Konvexni obal mnoziny M se znadi symbolem conv (M).

@ Konvexni obal libovolné mnoziny je konvexni mnozinou.
@ Mnozina C je konvexni pravé tehdy, kdyz C = conv (C).
Priklad
@ conv (S(0;1)) = B(0;1).

@ Necht = = (0,0)7, y = (1,0)T a z = (0,1)T. Pak conv ({z,y, z}) je
trojahelnik s vrcholy x, v, z.

cont (o) =

y
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Konvexni kombinace

Definice
Rekneme, ze x € R" je konvexni kombinaci bod( x1,...,x; € R,
jestlize existuji nezadporna realna &isla aq, ..., a tak, ze x = Zle ;x; a

=1
>imi i =1

v

Véta
Je-li M C R™ neprazdnd, pak conv (M) je mnoZina vsech konvexnich
kombinaci bodi z M. )

Dikaz: Vynechavame. |

Véta (Carathéodoryho véta)

Je-li M C R™ neprézdnd, pak kazdy prvek z conv (M) Ize vyjadfFit jako
konvexni kombinaci nejvyse n + 1 prvki z M.

Dikaz: Vynechavame. |
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Kuzely

Definice

Mnozina K C R"™ se nazve kuZel, jestlize pro kazdé = € K a kazdé a > 0
jeazx e K.

Je-li kuzel navic konvexni mnoZinou, nazyva se konvexni kuZel.

Priklad
@ Mnoziny (), {0}, R, R, a R" jsou konvexni kuzely.

@ Mnozina {(w,O)T € R? ‘ x> 0} U {(O,x)T € R? ‘x > O} je kuzel, ale
neni konvexni.

v

Tvrzeni

Priinik libovolného pocltu kuZeli je kuZel.

v

Y

Diikaz: Domaci tkol. |
@ Prinik libovolného poctu konvexnich kuzeld je konvexni kuzel.
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Vzdalenost bodu od mnoziny

Jaky bod z neprdazdné mnoziny M C R" je nejblize bodu z € R"™?
Definice
Necht M C R" je neprazdni a x € R".
@ Redlné cislo
dist (x; M) = inf ||z —
it (@ M) = inf. o~/
se nazve vzdalenost bodu x od mnozZiny M.

@ Bod y € M se nazyva projekce bodu x na M, jestlize
y € argmin ||z — z||
zeM

(tj. ||z — y|| < ||z — 2| pro vSechna z € M).

o Existuje-li pravé jedna projekce x na M, pak ji budeme znacit
symbolem Py (z).
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Vzdalenost bodu od mnoziny

Priklad
Q argmingc( 9|0 —y| = 0.
@ argmin,c(ry 3yl = {2},
Q Jeli K = {z € R?| ||z = 1}, pak

argmin [|0 — y|| = K.
yeK

Pfripomenme dilezitou Weierstrassova vétu o existenci bodd minima
a maxima.
Véta (Weierstrassova véta)

Je-li neprazdna mnoZina M C R™ kompaktni (tj. omezena a uzavrend)
a f e C(M), pak existuje bod minima a bod maxima funkce f na M.
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Vzdalenost bodu od mnoziny

Véta (Véta o nejlepsi aproximaci)
Je-li C' C R"™ neprdzdna uzavfend konvexni mnoZina, pak pro kazdé
x € R"™ existuje pravé jeden bod {j € C' tak, zZe

dist (a3 C) = [l — g1

Diikaz: Viz prednéska. |
Definice

Necht C C R"™ je neprazdna uzaviena konvexni mnoZina. Zobrazeni
Po :x— Po(x), © € R™, se nazyva projekcni operator na C.

o Po(x) = x pro kazdé x € C.
@ PooPp = FPp.

@ Lze ukazat, Ze projekcni operator je spojité zobrazeni.
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Vzdalenost bodu od mnoziny

Pf¥iklad
x, pro z € [0,1],
Pp,1)(z) = {0, pro z < 0,
1, pro x > 1.

Pt¥ipomerime Cauchyovu-Schwarzovu nerovnost dobfe zndmou z kurzu
linedrni algebry.

Tvrzeni (Cauchyova-Schwarzova nerovnost)

Pro kazdé x,y € R" plati

(@, y)| < [zl 1yl -
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Vzdalenost bodu od mnoziny

Véta (Projekce bodu a variaéni nerovnost)

Necht C C R"™ je neprazdna uzaviens konvexni mnoZina, x € R"® ay € C.

Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
Q y=FPo(z).
@ Pro kazdé z € C je (x —y,z —y) <0.

Dikaz: Viz prednaska
Priklad
Necht C' = B(0;1). Pak

x jestlize ||z|| <1
O
GIE jestlize ||z|| > 1.
V.
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Vzdalenost bodu od mnoziny

Tvrzeni

Necht L C R™ je linedrni podprostor. Potom plati:
Q Pr :R"™ — R" je linedrni zobrazeni.
@ Pro kazdé x € R"™ je Py (x) = x — Pp(x).

Q Pro kazdé x € R" existuji jednoznaéné uréené body y € L a z € L+
tak, Zex =y + z. Navicy = Pp(x) a z = Py . (x).

v

Dikaz: Viz prednaska. |
Priklad
Necht y € R™ a L = span ({y}). Pak

Martin Bohata Optimalizace a teorie her Konvexni mnoziny 17 /28



Vzdalenost bodu od mnoziny

P¥iklad
At C; CR™ a Oy C R™ jsou neprazdné, konvexni a uzaviené mnoziny.

Potom
rest = (7).

kde z = (Z),aeR",beRm.

Priklad

At C' =R’.. Potom
max{0, z1}
Po(z) = :

max{0, z,}

v
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Metoda nejmensich Etvercli

o Necht A € M, ,(R) a b € R™. Jaké prvky obsahuje mnoZina

argmin || Az — b|| = argmin || Az — b||*?
reR? rzeR?

@ Nejen pro ditkaz nasledujiciho tvrzeni bude uzite¢né nésledujici
jednoduché pozorovani: je-li A € M, ,(R), z € R™ a y € R™, pak

(Azx,y) = <x, ATy>.

Tvrzeni
Necht A € M, ,(R), b € R™ a & € R". Potom

& € argmin ||Az — b||* pravé tehdy, kdyz AT Az = ATb.
z€R™

Dikaz: Viz prednaska. |

o AT Ax = ATb . .. soustava normalnich rovnic.
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Metoda nejmensich Etvercli

At beR" a L ={Az|z € R"}, kde A € M, ,,(R).
o A ma linedrné nezavislé sloupce pravé tehdy, kdyz AT A je invertibilni.
o Ma-li A linedrn& nezavislé sloupce, pak Pr(b) = A(ATA)~1ATb.

@ Ma-li matice A sloupce ay,...ay,, které jsou nenulové a vzijemné
ortogonalni, pak

n
b .
Ppr(b) = ( 7a22> ai
=1 llail
Priklad
1 0 1
0 1] ab=|1].Pak jediné feSeni soustavy Ax = b ve smyslu
1 1 1

nejmensich Ctverci je

()
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Metoda nejmensich Etvercli

Priklad
1 0 1 2

At A=12 1 0 |ab=|—1].Pak mnozina viech Fedeni soustavy
1 2 -3 0

2

2

-3 +2t||teR
t

Priklad
V roviné jsou dany body (0, —1)7, (1,1)7 a (2, 2)”. Pomoci metody
nejmensich Ctvercl prolozme témito body pfimku o rovnici y = kz + q,
kde k, g € R. Hledané hodnoty koeficientli k£ a ¢ jsou k = 1—72 ag= —%.
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Metoda nejmensich Etvercli

Priklad
Metodou nejmensich &tverchi prolozme body (—2, —1)T, (-1, -2)7,
(1,3)T a (2,2)T graf funkce f(z) = gtz + Bsin (5F) + 7, kde
a, 3,7 € R. Hledané koeficienty jsou o = %, g ay= %
Priklad
At wy, ..., wy, jsou kladna redlnd &isla, W = diag(wy,...,wy,) a
A € M, ,(R) ma fadky aq,...,an. Je dana dloha (vahovanych
nejmensich ¢tverc) minimalizujte funkei f(z) = > w; (<a?,x> - bl-)2
na R".

© Ulohu Ize formulovat jako obycejnou llohu nejmen5|ch Ctvercl ve

tvaru: minimalizujte g(z) = HW2AJU — W2b’ na R™.

@ Ma-li A linedrné nezavislé sloupce, potom jediné feseni uvedené
optimalizaéni dlohy je & = (ATW A)~ATWb.
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Metoda nejmensich Etvercli

Ptiklad
@ Zavislost vystupniho signalu (y, )52 systému na vstupnim signélu
(2r)5 je dana konvoluci posloupnosti (z,,)22, s posloupnosti
(hn)nzo (t- Yn = 3ieg hiTn—i).
e At h, = 0 pro vechna n > 4.

@ Méfenim byla zjisténa hodnota koeficientd vy, . . ., y20 vystupniho
signalu, kdyz na vstupu byl signal s poc¢ate¢nimi koeficienty
O,y T20-

Uloha nejmensich ¢tvercii pro nalezeni koeficienti hg, h1, ho, hs je:

Minimalizujte f(z) = ||Az — b||> na R%, kde A je matice s fadky
a1 = (20,0,0,0),a2 = (x1,20,0,0),...,a20 = (20, %19, T18, T17) a
b= (y()? CIEa 7y20)T
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Véta o oddélovani nadrovinou

Véta (O oddélitelnosti bodu a konvexni mnoziny)

Je-1i C C R™ neprdzdna uzaviend konvexni mnozina a x € R" \ C, pak
existuje v € R™ \ {0} a a € R tak, Ze pro kazdé y € C plati

(y,v) < a < (z,v).

Dikaz: Viz prednaska. |
Diisledek

Kazda uzaviena konvexni mnoZina v R™ je priinikem vsech poloprostorii,
které ji obsahuji.

Dikaz: Viz prednaska. |
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Véta o oddélovani nadrovinou

@ Existuje nezdporné feseni soustavy linedrnich rovnic? Obecné ne, stadi
uvazit rovnici 1 + 9 = —1. Kdy takové feseni existuje?

Priklad
1 1

Necht A = <2 1

o = {Ax’xeRi}z{a (;) +5<_11>

K = {yeRQ)ATygo}

oo {(2) ) )

Nastava pravé jedna z moznosti:

QbheC.
@ Existuje nenulovy vektor y € K svirajici s b tihel ¢ € [0, 7).

> a b € R2. Oznaime

ws20)

v
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Véta o oddélovani nadrovinou

Lemma
Jestlize A € My, n(R), pak {Az |z € R'L} je neprdzdnd uzaviend konvexni
mnozina.

Dilkaz: Viz pfednaska (dikaz uzavfenosti vynechavame). |

Véta (Farkasovo lemma)

Je-li A € M, n(R) ab € R™, pak plati pravé jedno z nasledujicich tvrzen:
Q Existuje x € R"™ tak, Ze Ax =bax > 0.
@ Existujey € R™ tak, Ze ATy <0 a (y,b) > 0.

Diikaz: Viz prednéska. |
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Krajni body konvexni mnoziny

Usecku, trojihelnik a Ctverec Ize rekonstruovat z jejich vrchold. Jaké dalsi
konvexni mnoziny lze rekonstruovat ze znalosti ,vrcholG“?

Definice

Necht C' C R" je konvexni mnoZina. Bod = € C' nazveme krajni bod
mnoziny C, jestlize neexistuji dva riizné body y, z € C tak, ze x = y;rz.
Mnozinu vSech krajnich bodd mnoziny C' budeme znacit symbolem

ext (C).

Ptiklad
@ ext ([0,1]) ={0,1}.
@ Je-li L CR™ netrividlni linedrni podprostor, pak ext (L)
@ ext (B(0;1)) = 5(0;1).

Il
=
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Krajni body konvexni mnoziny

Véta (Kreinova-Milmanova)

Jestlize C C R™ je kompaktni (tj. omezend a uzaviend) konvexni mnoZina,
pak C' = conv (ext (C)).

Dikaz: Vynechavame. |

Kompaktnost je dilezita:
o Interval (0,1) neni uzavieny a ext ((0,1)) = 0.

@ Mnozina R% neni omezena a ext (R%) = {0}.

Ptiklad
B(0;1) = conv (5(0;1)). J
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