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Definice konvexńı množiny

Definice
Necht’ x, y ∈ Rn. Množina

[x, y] := {λx+ (1− λ)y | 0 ≤ λ ≤ 1}

se nazývá (uzav̌rená) úsečka s krajńımi body x, y.

Definice
Množina C ⊆ Rn se nazve konvexńı, jestliže pro každé x, y ∈ C je
[x, y] ⊆ C.
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Základńı p̌ŕıklady

Př́ıklad
1 Každý interval v R je konvexńı množina.
2 Každý lineárńı podprostor prostoru Rn je konvexńı množina.
3 Každá úsečka a prázdná množina v Rn jsou konvexńı množiny.
4 Necht’ α ∈ R a y ∈ Rn \ {0}. Nadrovina

H(y;α) := {x ∈ Rn | 〈x, y〉 = α} .

je konvexńı množina. Vektor y se nazývá normálový vektor
nadroviny H(y;α).
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Základńı p̌ŕıklady

Př́ıklad
6 Necht’ y ∈ Rn \ {0} a α ∈ R. Uzav̌rený poloprostor

{x ∈ Rn | 〈x, y〉 ≤ α}

je konvexńı množina.
7 Uzav̌rená koule

B(a; r) = {x ∈ Rn | ‖x− a‖ ≤ r}

o sťredu a ∈ Rn a poloměru r > 0 je konvexńı množina.
8 Okoĺı

U(a; r) = {x ∈ Rn | ‖x− a‖ < r}

bodu a ∈ Rn o poloměru r > 0 je konvexńı množina.

Jsou množiny v 7 a 8 konvexńı i v p̌ŕıpadě, že euklidovskou normu
nahrad́ıme jinou normou (nap̌ŕıklad součtovou nebo maximovou)?
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Množinové operace a konvexita
Tvrzeńı
Pr̊unik libovolného počtu konvexńıch množin je konvexńı množina.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
Značeńı:

Mm,n(R) . . . množina všech m× n reálných matic.
Mn(R) . . . množina všech n× n reálných matic.

Př́ıklad
1 Necht’ A ∈Mm,n(R) a b ∈ Rm. Afinńı podprostor (lineárńı

varieta)
{x ∈ Rn |Ax = b} .

je konvexńı množina.
2 Nezáporný ortant

Rn+ :=
{

(x1, . . . , xn)T ∈ Rn
∣∣∣x1 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0

}
je konvexńı množina.
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Množinové operace a konvexita

Př́ıklad (Pokračováńı)
3 Necht’ A ∈Mm,n(R) a b ∈ Rm. Konvexńı polyedrická množina

{x ∈ Rn |Ax ≤ b} ,

kde Ax ≤ b znamená b−Ax ∈ Rm+ , je konvexńı množina.
Omezená konvexńı polyedrická množina se nazývá konvexńı
mnohostěn. Nap̌ŕıklad

(
x1
x2

)
∈ R2

∣∣∣∣∣∣∣
 1 1
−1 0
0 −1

(x1
x2

)
≤

1
0
0




je konvexńı mnohostěn.

Sjednoceńı a rozd́ıly množin konvexitu nezachovávaj́ı (viz nap̌r.
[0, 1] \ (0, 1) = {0} ∪ {1}).
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Množinové operace a konvexita

Definice
Zobrazeńı f : Rn → Rm se nazývá afinńı, existuj́ı-li A ∈Mm,n(R) a
b ∈ Rm tak, že f(x) = Ax+ b.

Tvrzeńı
Necht’ f : Rn → Rm. Pak f je afinńı právě tehdy, když pro každé
x, y ∈ Rn a každé λ ∈ R plat́ı

f(λx+ (1− λ)y) = λf(x) + (1− λ)f(y).

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Z uvedeného tvrzeńı speciálně plyne, že afinńı zobrazeńı f zachovává
úsečky, tj. pro všechna x, y ∈ Rn je

f([x, y]) = [f(x), f(y)].
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Množinové operace a konvexita

Tvrzeńı
Je-li f : Rn → Rm afinńı a C ⊆ Rn konvexńı, pak f(C) je konvexńı.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Tvrzeńı
Necht’ C1 ⊆ Rn a C2 ⊆ Rm. Pak C1 a C2 jsou konvexńı množiny právě
tehdy, když C1 × C2 je konvexńı množina.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad
1 [0, 1]n je konvexńı množina.
2 B(0; 1)× [0, 1] je konvexńı množina.
3 Kladný ortant Rn++ = (0,∞)n.
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Konvexńı obal

Definice
Konvexńı obal množiny M ⊆ Rn je pr̊unik všech konvexńıch množin v Rn
obsahuj́ıćıch M . Konvexńı obal množiny M se znač́ı symbolem conv (M).

Konvexńı obal libovolné množiny je konvexńı množinou.
Množina C je konvexńı právě tehdy, když C = conv (C).

Př́ıklad
1 conv (S(0; 1)) = B(0; 1).
2 Necht’ x = (0, 0)T , y = (1, 0)T a z = (0, 1)T . Pak conv ({x, y, z}) je

trojúhelńık s vrcholy x, y, z.
3

conv
( )

= .
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Konvexńı kombinace

Definice
Řekneme, že x ∈ Rn je konvexńı kombinaćı bodů x1, . . . , xk ∈ Rn,
jestliže existuj́ı nezáporná reálná č́ısla α1, . . . , αk tak, že x =

∑k
i=1 αixi a∑k

i=1 αi = 1.

Věta
Je-li M ⊆ Rn neprázdná, pak conv (M) je množina všech konvexńıch
kombinaćı bod̊u z M .

Důkaz: Vynecháváme. �

Věta (Carathéodoryho věta)
Je-li M ⊆ Rn neprázdná, pak každý prvek z conv (M) lze vyjáďrit jako
konvexńı kombinaci nejvýše n+ 1 prvk̊u z M .

Důkaz: Vynecháváme. �
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Kužely

Definice
Množina K ⊆ Rn se nazve kužel , jestliže pro každé x ∈ K a každé α > 0
je αx ∈ K.
Je-li kužel nav́ıc konvexńı množinou, nazývá se konvexńı kužel .

Př́ıklad
1 Množiny ∅, {0}, Rn+, Rn++ a Rn jsou konvexńı kužely.
2 Množina

{
(x, 0)T ∈ R2

∣∣∣x ≥ 0
}
∪
{

(0, x)T ∈ R2
∣∣∣x ≥ 0

}
je kužel, ale

neńı konvexńı.

Tvrzeńı
Pr̊unik libovolného počtu kužel̊u je kužel.

Důkaz: Domáćı úkol. �

Pr̊unik libovolného počtu konvexńıch kužel̊u je konvexńı kužel.
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Vzdálenost bodu od množiny

Jaký bod z neprázdné množiny M ⊆ Rn je nejbĺıže bodu x ∈ Rn?

Definice
Necht’ M ⊆ Rn je neprázdná a x ∈ Rn.

Reálné č́ıslo
dist (x;M) = inf

y∈M
‖x− y‖

se nazve vzdálenost bodu x od množiny M .
Bod y ∈M se nazývá projekce bodu x na M , jestliže

y ∈ argmin
z∈M

‖x− z‖

(tj. ‖x− y‖ ≤ ‖x− z‖ pro všechna z ∈M).
Existuje-li právě jedna projekce x na M , pak ji budeme značit
symbolem PM (x).
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Vzdálenost bodu od množiny

Př́ıklad
1 argminy∈(1,2] |0− y| = ∅.
2 argminy∈(1,2] |3− y| = {2}.
3 Je-li K =

{
x ∈ R2 ∣∣ ‖x‖ = 1

}
, pak

argmin
y∈K

‖0− y‖ = K.

Připomeňme důležitou Weierstrassova větu o existenci bodů minima
a maxima.

Věta (Weierstrassova věta)
Je-li neprázdná množina M ⊆ Rn kompaktńı (tj. omezená a uzav̌rená)
a f ∈ C(M), pak existuje bod minima a bod maxima funkce f na M .
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Vzdálenost bodu od množiny

Věta (Věta o nejlepš́ı aproximaci)
Je-li C ⊆ Rn neprázdná uzav̌rená konvexńı množina, pak pro každé
x ∈ Rn existuje právě jeden bod ŷ ∈ C tak, že

dist (x;C) = ‖x− ŷ‖ .

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Definice
Necht’ C ⊆ Rn je neprázdná uzav̌rená konvexńı množina. Zobrazeńı
PC : x 7→ PC(x), x ∈ Rn, se nazývá projekčńı operátor na C.

PC(x) = x pro každé x ∈ C.
PC ◦ PC = PC .
Lze ukázat, že projekčńı operátor je spojité zobrazeńı.
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Vzdálenost bodu od množiny

Př́ıklad

P[0,1](x) =


x, pro x ∈ [0, 1],
0, pro x < 0,
1, pro x > 1.

Připomeňme Cauchyovu-Schwarzovu nerovnost dob̌re známou z kurzu
lineárńı algebry.

Tvrzeńı (Cauchyova-Schwarzova nerovnost)
Pro každé x, y ∈ Rn plat́ı

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ .
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Vzdálenost bodu od množiny

Věta (Projekce bodu a variačńı nerovnost)
Necht’ C ⊆ Rn je neprázdná uzav̌rená konvexńı množina, x ∈ Rn a y ∈ C.
Pak následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

1 y = PC(x).
2 Pro každé z ∈ C je 〈x− y, z − y〉 ≤ 0.

Důkaz: Viz p̌rednáška �

Př́ıklad
Necht’ C = B(0; 1). Pak

PC(x) =

x, jestliže ‖x‖ ≤ 1,
x
‖x‖ , jestliže ‖x‖ > 1.
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Vzdálenost bodu od množiny

Tvrzeńı
Necht’ L ⊆ Rn je lineárńı podprostor. Potom plat́ı:

1 PL : Rn → Rn je lineárńı zobrazeńı.
2 Pro každé x ∈ Rn je PL⊥(x) = x− PL(x).
3 Pro každé x ∈ Rn existuj́ı jednoznačně určené body y ∈ L a z ∈ L⊥

tak, že x = y + z. Nav́ıc y = PL(x) a z = PL⊥(x).

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad
Necht’ y ∈ Rn a L = span ({y}). Pak

PL(x) = 〈x, y〉
〈y, y〉

y.
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Vzdálenost bodu od množiny

Př́ıklad
At’ C1 ⊆ Rn a C2 ⊆ Rm jsou neprázdné, konvexńı a uzav̌rené množiny.
Potom

PC1×C2(x) =
(
PC1(a)
PC2(b)

)
,

kde x =
(
a
b

)
, a ∈ Rn, b ∈ Rm.

Př́ıklad
At’ C = Rn+. Potom

PC(x) =

max{0, x1}
...

max{0, xn}


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Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Necht’ A ∈Mm,n(R) a b ∈ Rm. Jaké prvky obsahuje množina

argmin
x∈Rn

‖Ax− b‖ = argmin
x∈Rn

‖Ax− b‖2 ?

Nejen pro důkaz následuj́ıćıho tvrzeńı bude užitečné následuj́ıćı
jednoduché pozorováńı: je-li A ∈Mm,n(R), x ∈ Rn a y ∈ Rm, pak
〈Ax, y〉 =

〈
x,AT y

〉
.

Tvrzeńı
Necht’ A ∈Mm,n(R), b ∈ Rm a x̂ ∈ Rn. Potom

x̂ ∈ argmin
x∈Rn

‖Ax− b‖2 právě tehdy, když ATAx̂ = AT b.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

ATAx = AT b . . . soustava normálńıch rovnic.
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Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u
At’ b ∈ Rn a L = {Ax |x ∈ Rn}, kde A ∈Mm,n(R).

A má lineárně nezávislé sloupce právě tehdy, když ATA je invertibilńı.
Má-li A lineárně nezávislé sloupce, pak PL(b) = A(ATA)−1AT b.
Má-li matice A sloupce a1, . . . an, které jsou nenulové a vzájemně
ortogonálńı, pak

PL(b) =
n∑
i=1

〈b, ai〉
‖ai‖2

ai.

Př́ıklad

At’ A =

1 0
0 1
1 1

 a b =

1
1
1

. Pak jediné řešeńı soustavy Ax = b ve smyslu

nejmenš́ıch čtverc̊u je
2
3

(
1
1

)
.
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Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Př́ıklad

At’ A =

1 0 1
2 1 0
1 2 −3

 a b =

 2
−1
0

. Pak množina všech řešeńı soustavy

Ax = b ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u je
 2

7 − t
−3

7 + 2t
t


∣∣∣∣∣∣∣ t ∈ R


Př́ıklad
V rovině jsou dány body (0,−1

2)T , (1, 1
3)T a (2, 2

3)T . Pomoćı metody
nejmenš́ıch čtverc̊u proložme těmito body p̌ŕımku o rovnici y = kx+ q,
kde k, q ∈ R. Hledané hodnoty koeficient̊u k a q jsou k = 7

12 a q = − 5
12 .

Martin Bohata Optimalizace a teorie her Konvexńı množiny 21 / 28



Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Př́ıklad
Metodou nejmenš́ıch čtverc̊u proložme body (−2,−1)T , (−1,−2)T ,
(1, 3)T a (2, 2)T graf funkce f(x) = α x

1+x2 + β sin
(
πx
2
)

+ γ, kde
α, β, γ ∈ R. Hledané koeficienty jsou α = 15

4 , β = 5
8 a γ = 1

2 .

Př́ıklad
At’ w1, . . . , wm jsou kladná reálná č́ısla, W = diag(w1, . . . , wn) a
A ∈Mm,n(R) má řádky a1, . . . , am. Je dána úloha (váhovaných
nejmenš́ıch čtverc̊u) minimalizujte funkci f(x) =

∑m
i=1wi

(〈
aTi , x

〉
− bi

)2

na Rn.
1 Úlohu lze formulovat jako obyčejnou úlohu nejmenš́ıch čtverc̊u ve

tvaru: minimalizujte g(x) =
∥∥∥W 1

2Ax−W
1
2 b
∥∥∥2

na Rn.
2 Má-li A lineárně nezávislé sloupce, potom jediné řešeńı uvedené

optimalizačńı úlohy je x̂ = (ATWA)−1ATWb.
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Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Př́ıklad
Závislost výstupńıho signálu (yn)∞n=0 systému na vstupńım signálu
(xn)∞n=0 je dána konvolućı posloupnosti (xn)∞n=0 s posloupnost́ı
(hn)∞n=0 (tj. yn =

∑n
i=0 hixn−i).

At’ hn = 0 pro všechna n ≥ 4.
Mě̌reńım byla zjǐstěna hodnota koeficient̊u y0, . . . , y20 výstupńıho
signálu, když na vstupu byl signál s počátečńımi koeficienty
x0, . . . , x20.

Úloha nejmenš́ıch čtverc̊u pro nalezeńı koeficient̊u h0, h1, h2, h3 je:

Minimalizujte f(x) = ‖Ax− b‖2 na R4, kde A je matice s řádky
a1 = (x0, 0, 0, 0), a2 = (x1, x0, 0, 0), . . . , a20 = (x20, x19, x18, x17) a
b = (y0, . . . , y20)T .
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Věta o oddělováńı nadrovinou

Věta (O oddělitelnosti bodu a konvexńı množiny)
Je-li C ⊆ Rn neprázdná uzav̌rená konvexńı množina a x ∈ Rn \ C, pak
existuje v ∈ Rn \ {0} a α ∈ R tak, že pro každé y ∈ C plat́ı

〈y, v〉 ≤ α < 〈x, v〉 .

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Důsledek
Každá uzav̌rená konvexńı množina v Rn je pr̊unikem všech poloprostor̊u,
které ji obsahuj́ı.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Martin Bohata Optimalizace a teorie her Konvexńı množiny 24 / 28



Věta o oddělováńı nadrovinou
Existuje nezáporné řešeńı soustavy lineárńıch rovnic? Obecně ne, stač́ı
uvážit rovnici x1 + x2 = −1. Kdy takové řešeńı existuje?

Př́ıklad

Necht’ A =
(

1 1
2 −1

)
a b ∈ R2. Označme

C =
{
Ax

∣∣∣x ∈ R2
+

}
=
{
α

(
1
2

)
+ β

(
1
−1

) ∣∣∣∣∣α, β ≥ 0
}

K =
{
y ∈ R2

∣∣∣AT y ≤ 0
}

=
{
y ∈ R2

∣∣∣∣∣
〈(

1
2

)
, y

〉
≤ 0,

〈(
1
−1

)
, y

〉
≤ 0

}
.

Nastává právě jedna z možnost́ı:
1 b ∈ C.
2 Existuje nenulový vektor y ∈ K sv́ıraj́ıćı s b úhel ϕ ∈ [0, π2 ).
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Věta o oddělováńı nadrovinou

Lemma
Jestliže A ∈Mm,n(R), pak

{
Ax

∣∣x ∈ Rn+
}

je neprázdná uzav̌rená konvexńı
množina.

Důkaz: Viz p̌rednáška (důkaz uzav̌renosti vynecháváme). �

Věta (Farkasovo lemma)
Je-li A ∈Mm,n(R) a b ∈ Rm, pak plat́ı právě jedno z následuj́ıćıch tvrzeńı:

1 Existuje x ∈ Rn tak, že Ax = b a x ≥ 0.
2 Existuje y ∈ Rm tak, že AT y ≤ 0 a 〈y, b〉 > 0.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Krajńı body konvexńı množiny

Úsečku, trojúhelńık a čtverec lze rekonstruovat z jejich vrchol̊u. Jaké daľśı
konvexńı množiny lze rekonstruovat ze znalosti ”vrchol̊u“?

Definice
Necht’ C ⊆ Rn je konvexńı množina. Bod x ∈ C nazveme krajńı bod
množiny C, jestliže neexistuj́ı dva r̊uzné body y, z ∈ C tak, že x = y+z

2 .
Množinu všech krajńıch bodů množiny C budeme značit symbolem
ext (C).

Př́ıklad
1 ext ([0, 1]) = {0, 1}.
2 Je-li L ⊆ Rn netriviálńı lineárńı podprostor, pak ext (L) = ∅.
3 ext (B(0; 1)) = S(0; 1).
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Krajńı body konvexńı množiny

Věta (Kreinova-Milmanova)
Jestliže C ⊆ Rn je kompaktńı (tj. omezená a uzav̌rená) konvexńı množina,
pak C = conv (ext (C)).

Důkaz: Vynecháváme. �

Kompaktnost je důležitá:
Interval (0, 1) neńı uzav̌rený a ext ((0, 1)) = ∅.
Množina R2

+ neńı omezená a ext
(
R2

+
)

= {0}.

Př́ıklad
B(0; 1) = conv (S(0; 1)).
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