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Definice konvexni funkce

Definice

Necht f: D CR™ — R a C C D je neprazdna konvexni mnoZina.
Rekneme, zZe f je

@ konvexni na C, jestlize pro kazdé x,y € C a kazdé \ € [0,1] je
fQz+ (1= Ny) <Af(2)+ (1= f(y)

@ ryze konvexni na C, jestlize pro kazdé dva rizné body z,y € C' a
kazdé X € (0,1) je

fQz+ (1= Ny) <Af(z) + (1= A)f(y).

© konkavni (resp. ryze konkavni) na C, jestlize —f je konvexni (resp.
ryze konvexni) na C.

v

Umluva: U pojmi z predchozi definice budeme vynechavat ,na C*, jestlize
C=D.
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Zakladni priklady

Priklad
Z Gvodniho kurzu matematické analyzy vime, ze
fz) =
f(x) = 23 neni konvexni ani konkavni. Avak je ryze konvexni na
[0 o0) a ryze konkavni na (—o0, 0];

= 22 je ryze konvexnf;

@ f(x)=€” je ryze konvexni;
Q f(z) =Inx je ryze konkavni;
Q f(z)=

(x) =/ je ryze konkavni.

Priklad

@ Afinni zobrazeni f : R" — R (tj. f(z) = (x,a) + b, kde a € R™ a

b € R) je konvexni a také konkavni.
@ Funkce f(z) = ||z|| je konvexni.

v
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Dolni Grovnova mnozina

Definice
Dolni droviiova mnoZina funkce f : D C R™ — R hladiny o € R je
mnozina

lev< (f;a) :={x e D| f(z) < a}.

Tvrzeni

Je-li f konvexni na C C R"™, potom lev< (f|c; ) je konvexni pro kazdé
a €R.

Diikaz: Viz prednaska. |

o Opacné tvrzeni neplati (viz napt. f(x) = 2?).

z|| <1, <LE, <?>> < 1} je konvexni.
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Priklad

Mnozina M = {m € R2




Operace zachovavajici konvexitu

Tvrzeni

Jestlize f, g jsou konvexni funkce na C CR"™ a o > 0, potom f+ g a af
jsou konvexni na C.

Diilkaz: Viz prednéska. |
Priklad
Funkce

f(z)=€¢"—3Inz + 22

je konvexni.

@ Soudin konvexnich funkci jiz neni obecné konvexni funkce (f(z) =z a
g(z) = —x jsou konvexni, ale (fg)(x) = —x? neni konvexni).
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Operace zachovavajici konvexitu

@ Skladani konvexnich funkci neni obecné konvexni funkce. Funkce
f(z) = 2% a g(x) = 22 — 1 jsou konvexni, ale

(fog)(z) = f(g(x)) = («* = 1)?
neni konvexni.

Tvrzeni

Necht f je konvexni na K C R™, C C R" je neprdzdnd konvexni a
g :R™ — R™ je afinni. Jestlize g(C) C K, pak f o g je konvexni na C.

Diikaz: Viz prednaska. |
Priklad
@ Funkece f(z) = ||Az + b||, kde A € M, ,(R) a b € R™, je konvexni.
@ Funkce f(z) = e*1 72221323 4 281 _ g4 je konvexn.
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Operace zachovavajici konvexitu

Tvrzeni

Jestlize f je konvexni a neklesajici na intervalu I, g je konvexni na C' C R"
ag(C) C 1, pak f o g je konvexni na C'.

Dikaz: Viz prednaska.
Priklad

Q Funkee f(z) = ||lz||* je konvexni.
@ Funkce f(z) = el*ll je konvexni.
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Opakovani

Definice (lokalni extrémy)
Necht f: D CR® »R, M C D.

o Rekneme, %e f nabyva v & € M lokalniho minima (resp. ostrého
lokalniho minima) na M, jestlize existuje 6 > 0 tak, ze
f(z) < f(x) pro véechna z € M NU(%,0) (resp. f(Z) < f(x) pro
vSechna x € M N P(z,9)).

@ Nabyva-li f v & lokalniho minima (resp. ostrého lokalniho minima),
pak f(&) se nazyva lokalni minimum (resp. ostré lokalni
minimum) funkce f na M a & se nazyva bod lokalniho minima
(resp. bod ostrého lokalniho minima) funkce f na M.

e Umluva: U pojmil z predchozi definice budeme vynechavat ,na M",
jestlize M = D.

@ Analogicky definujeme pojmy v pripadé lokalniho maxima.
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Body minima konvexnich funkci

Véta (O extrémech a konvexité)
Necht f je konvexni na C C R"™. Potom plati:
@ Kazdy bod lokalniho minima f na C je bodem minima f na C.

@ MnoZina argmin, . f(x) je konvexni. Je-li navic f ryze konvexni na
C, pak existuje nejvyse jeden bod minima funkce f na C.

v

Dikaz: Viz prednaska. |
Ptiklad
Necht f(z) = ||Az||?, kde A € M, (R). V souladu s pfedchozi vétou je

argmin f(z) = {x € R" | Az = 0}
TER?

konvexni mnozina.
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Opakovani

o Gradient: of
371(?5)
Vf(z) = :
o (x)
@ Hessova matice:
0?2 02
Bacjg(x) 81"18];”( )
Hy(x) = :
2 2
Fentrr (@) 24 (x)

Priklad
Q At f(z) = (x,¢), kde c € R". Pak Vf(z) =ca H¢(z) = 0.

Q At f(z) = (Ax,z), kde A € M,(R). Pak Vf(z) = Az + ATz a
Hp(z) = A+ AT
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Diferencovatelné funkce a konvexita

Véta (O konvexité a prvni derivaci)

Necht Q2 C R" je oteviend, C' C ) neprdzdna konvexni a f € C*(Q).
Potom plati:

Q f je konvexni na C pravé tehdy, kdyZ pro kaZzdé x,y € C je
f@)+(Vf(z),y —z) < f(y).

@ f je ryze konvexni na C' pravé tehdy, kdyZ pro kaZdé dva rizné body
z,y € C je
fx) +(Vf(z),y — ) < f(y).

Dikaz: Dikaz @ viz prednaska. Dikaz @ vynechavame.

o Geometricka interpretace: graf lezi nad teCnou nadrovinou.
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Opakovani

o Rekneme, 7e A € M, (R) je symetricka, jestlize AT = A.

Ptiklad
At A € M, (R).
@ Existuji jednoznacné uréené matice B, C € M,,(R) takové, ze
B'=B, CT=-CaA=B+C.
@ Existuje symetrickd matice B € M, (R) takova, ze (Az,z) = (Bzx,z)
pro kazdé x € R™. Tedy v ptipadé funkce f(z) = (Ax,x) mizeme
vzdy bez (jmy na obecnosti predpokladat, ze A je symetricka.

v

o Symetrickd matice A je pozitivné semidefinitni, jestlize (Ax,z) > 0
pro kazdé x € R™.

e Symetrickd matice A je pozitivné definitni, jestlize (Ax,z) > 0 pro
kazdé nenulové x € R".
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Opakovani

@ Nenulovy vektor v € R™ nazyvame vlastni vektor matice A,
existuje-li A € R tak, Zze Av = Av. Cislo A se nazyva vlastni Cislo
matice A.

o Je-li A symetricka, pak vSechna jeji vlastni &isla jsou redlna a existuje
ortonormalni baze v R™ tvofena vlastnimi vektory matice A.

@ A je pozitivné (resp. negativné) definitni pravé tehdy, kdyz ma
vSechna vlastni ¢&isla kladna (resp. zaporna).

o A je pozitivné (resp. negativné) semidefinitni pravé tehdy, kdyz mé
vSechna vlastni &isla nezdporna (resp. nekladnad).

e At IC{l1,...,n} a A€ M,(R). Symbolem A; ozna&ime matici,
ktera vznikne z A vynechanim vSech fadkl a vSech sloupcii
indexovanych prvky z mnoziny {1,...,n}\ I.
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Opakovani

Véta (Sylvesterovo kritérium)
At A € M,,(R) je symetricka.

Q A je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz pro kazdé k € {1,...,n} je

det Ay, >0, kde I, = {1,... , k}.

@ A je pozitivné semidefinitni pravé tehdy, kdyz det Ay > 0 pro kazZdou

neprazdnou mnoZinu I C {1,...,n}.

Dikaz: Vynechavame.
Priklad
Urcete typ definitnosti matice A, jestlize

15 3 2 4 2 2
QA=13 1 0]; QA=12 1 1];
2 01 210

v

-1 0 1
QA=]10 -2 2
1 2 =3
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Opakovani

Véta (O Taylorové polynomu 1. a 2. fadu)
Necht Q0 C R" je oteviens a x € ). Potom plati:
@ Jestlize f € C1(), pak existuje w : R* — R tak, e limw(h) =0 a

h—0
pro kazdé h € R"™ spliiujici x + h € Q je

[l +h) = f(x)+ (Vf(x),h) + [[Al]| w(h).

Q Jestlize f € C%(Q) a h € R™ spliuje [x,x + h] C Q, pak existuje
Ee{x+An|Ae(0,1)} tak, ze

P+ h) = F(@) + (V). ) + 5 (Hp(E)h )

Q Jestlize f € C?(R), pak existuje w : R" — R tak, Ze }llin% w(h)=0a
—>

pro kazdé h € R™ splriujici x + h € Q je

f@+h) = f(z)+(Vf(z),h)+ % (Hy(2)h, h) + ||B]* w(h).

v

Martin Bohata Optimalizace a teorie her Konvexni funkce 15 /17



Diferencovatelné funkce a konvexita

Véta (O konvexité a druhé derivaci)

Necht 2 C R™ je oteviend, C' C §) neprazdna konvexni a f € C%(Q).
Potom plati:

@ Jestlize pro kazdé & € C je Hy(x) pozitivné semidefinitni matice, pak
f je konvexni na C.

@ Jestlize f je konvexni na C' a C je oteviena, potom Hy(x) je
pozitivné semidefinitni matice pro kazdé x € C.

@ Jestlize pro kazdé x € C' je Hy¢(x) pozitivné definitni matice, pak f je
ryze konvexni na C'.

v

Diikaz: Viz prednaska. |
Ptiklad
Funkce f(x,y) = 22 + xy + 3 je ryze konvexni. J
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Diferencovatelné funkce a konvexita

Priklad
@ Mnozina

M = {(:v,y)T S R2’$+2e‘m+y2 <4,-2%+ 37y — 3y* > *1}

je konvexni.

2 2
QAtA=|1 3 a a € R. Funkece f(x) = (Az, z) je konvexni
1 2

N<Q _ W

pravé tehdy, kdyz o
© Funkce

.N’

=1

flxy,... xp) = le In(z;) — (Z xz> In (Z 1:1>
i=1 i=1

je konvexni.

v
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