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Definice konvexńı funkce

Definice
Necht’ f : D ⊆ Rn → R a C ⊆ D je neprázdná konvexńı množina.
Řekneme, že f je

1 konvexńı na C, jestliže pro každé x, y ∈ C a každé λ ∈ [0, 1] je

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

2 ryze konvexńı na C, jestliže pro každé dva r̊uzné body x, y ∈ C a
každé λ ∈ (0, 1) je

f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y).

3 konkávńı (resp. ryze konkávńı) na C, jestliže −f je konvexńı (resp.
ryze konvexńı) na C.

Úmluva: U pojmů z p̌redchoźı definice budeme vynechávat ”na C“, jestliže
C = D.
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Základńı p̌ŕıklady

Př́ıklad
Z úvodńıho kurzu matematické analýzy v́ıme, že

1 f(x) = x2 je ryze konvexńı;
2 f(x) = x3 neńı konvexńı ani konkávńı. Avšak je ryze konvexńı na

[0,∞) a ryze konkávńı na (−∞, 0];
3 f(x) = ex je ryze konvexńı;
4 f(x) = ln x je ryze konkávńı;
5 f(x) =

√
x je ryze konkávńı.

Př́ıklad
1 Afinńı zobrazeńı f : Rn → R (tj. f(x) = 〈x, a〉+ b, kde a ∈ Rn a
b ∈ R) je konvexńı a také konkávńı.

2 Funkce f(x) = ‖x‖ je konvexńı.
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Dolńı úrovňová množina

Definice
Dolńı úrovňová množina funkce f : D ⊆ Rn → R hladiny α ∈ R je
množina

lev≤ (f ;α) := {x ∈ D | f(x) ≤ α} .

Tvrzeńı
Je-li f konvexńı na C ⊆ Rn, potom lev≤ (f |C ;α) je konvexńı pro každé
α ∈ R.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Opačné tvrzeńı neplat́ı (viz nap̌r. f(x) = x3).

Př́ıklad

Množina M =
{
x ∈ R2

∣∣∣∣∣ ‖x‖ ≤ 1,
〈
x,

(
2
1

)〉
≤ 1

}
je konvexńı.
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Operace zachovávaj́ıćı konvexitu

Tvrzeńı
Jestliže f, g jsou konvexńı funkce na C ⊆ Rn a α ≥ 0, potom f + g a αf
jsou konvexńı na C.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad
Funkce

f(x) = ex − 3 ln x+ 2x

je konvexńı.

Součin konvexńıch funkćı již neńı obecně konvexńı funkce (f(x) = x a
g(x) = −x jsou konvexńı, ale (fg)(x) = −x2 neńı konvexńı).
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Operace zachovávaj́ıćı konvexitu

Skládáńı konvexńıch funkćı neńı obecně konvexńı funkce. Funkce
f(x) = x2 a g(x) = x2 − 1 jsou konvexńı, ale

(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = (x2 − 1)2

neńı konvexńı.

Tvrzeńı
Necht’ f je konvexńı na K ⊆ Rm, C ⊆ Rn je neprázdná konvexńı a
g : Rn → Rm je afinńı. Jestliže g(C) ⊆ K, pak f ◦ g je konvexńı na C.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad
1 Funkce f(x) = ‖Ax+ b‖, kde A ∈Mm,n(R) a b ∈ Rm, je konvexńı.
2 Funkce f(x) = ex1−2x2+3x3 + e2x1 − x3 je konvexńı.
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Operace zachovávaj́ıćı konvexitu

Tvrzeńı
Jestliže f je konvexńı a neklesaj́ıćı na intervalu I, g je konvexńı na C ⊆ Rn

a g(C) ⊆ I, pak f ◦ g je konvexńı na C.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad
1 Funkce f(x) = ‖x‖2 je konvexńı.
2 Funkce f(x) = e‖x‖ je konvexńı.
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Opakováńı

Definice (lokálńı extrémy)
Necht’ f : D ⊆ Rn → R, M ⊆ D.

Řekneme, že f nabývá v x̂ ∈ M lokálńıho minima (resp. ostrého
lokálńıho minima) na M , jestliže existuje δ > 0 tak, že
f(x̂) ≤ f(x) pro všechna x ∈M ∩ U(x̂, δ) (resp. f(x̂) < f(x) pro
všechna x ∈M ∩ P (x̂, δ)).
Nabývá-li f v x̂ lokálńıho minima (resp. ostrého lokálńıho minima),
pak f(x̂) se nazývá lokálńı minimum (resp. ostré lokálńı
minimum) funkce f na M a x̂ se nazývá bod lokálńıho minima
(resp. bod ostrého lokálńıho minima) funkce f na M .

Úmluva: U pojmů z p̌redchoźı definice budeme vynechávat ”na M“,
jestliže M = D.
Analogicky definujeme pojmy v p̌ŕıpadě lokálńıho maxima.
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Body minima konvexńıch funkćı

Věta (O extrémech a konvexitě)
Necht’ f je konvexńı na C ⊆ Rn. Potom plat́ı:

1 Každý bod lokálńıho minima f na C je bodem minima f na C.
2 Množina argminx∈C f(x) je konvexńı. Je-li nav́ıc f ryze konvexńı na
C, pak existuje nejvýše jeden bod minima funkce f na C.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad
Necht’ f(x) = ‖Ax‖2, kde A ∈Mn(R). V souladu s p̌redchoźı větou je

argmin
x∈Rn

f(x) = {x ∈ Rn |Ax = 0}

konvexńı množina.

Martin Bohata Optimalizace a teorie her Konvexńı funkce 9 / 17



Opakováńı

Gradient:

∇f(x) =


∂f
∂x1

(x)
...

∂f
∂xn

(x)

 .
Hessova matice:

Hf (x) =


∂2f
∂x2

1
(x) . . . ∂2f

∂x1∂xn
(x)

... . . . ...
∂2f

∂xn∂x1
(x) . . . ∂2f

∂x2
n

(x)

 .

Př́ıklad
1 At’ f(x) = 〈x, c〉, kde c ∈ Rn. Pak ∇f(x) = c a Hf (x) = 0.
2 At’ f(x) = 〈Ax, x〉, kde A ∈Mn(R). Pak ∇f(x) = Ax+ATx a
Hf (x) = A+AT .
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Diferencovatelné funkce a konvexita

Věta (O konvexitě a prvńı derivaci)
Necht’ Ω ⊆ Rn je otev̌rená, C ⊆ Ω neprázdná konvexńı a f ∈ C1(Ω).
Potom plat́ı:

1 f je konvexńı na C právě tehdy, když pro každé x, y ∈ C je

f(x) + 〈∇f(x), y − x〉 ≤ f(y).

2 f je ryze konvexńı na C právě tehdy, když pro každé dva r̊uzné body
x, y ∈ C je

f(x) + 〈∇f(x), y − x〉 < f(y).

Důkaz: Důkaz 1 viz p̌rednáška. Důkaz 2 vynecháváme. �

Geometrická interpretace: graf lež́ı nad tečnou nadrovinou.
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Opakováńı

Řekneme, že A ∈Mn(R) je symetrická, jestliže AT = A.

Př́ıklad
At’ A ∈Mn(R).

1 Existuj́ı jednoznačně určené matice B,C ∈Mn(R) takové, že
BT = B, CT = −C a A = B + C.

2 Existuje symetrická matice B ∈Mn(R) taková, že 〈Ax, x〉 = 〈Bx, x〉
pro každé x ∈ Rn. Tedy v p̌ŕıpadě funkce f(x) = 〈Ax, x〉 můžeme
vždy bez újmy na obecnosti p̌redpokládat, že A je symetrická.

Symetrická matice A je pozitivně semidefinitńı, jestliže 〈Ax, x〉 ≥ 0
pro každé x ∈ Rn.
Symetrická matice A je pozitivně definitńı, jestliže 〈Ax, x〉 > 0 pro
každé nenulové x ∈ Rn.
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Opakováńı

Nenulový vektor v ∈ Rn nazýváme vlastńı vektor matice A,
existuje-li λ ∈ R tak, že Av = λv. Č́ıslo λ se nazývá vlastńı č́ıslo
matice A.
Je-li A symetrická, pak všechna jej́ı vlastńı č́ısla jsou reálná a existuje
ortonormálńı báze v Rn tvǒrená vlastńımi vektory matice A.
A je pozitivně (resp. negativně) definitńı právě tehdy, když má
všechna vlastńı č́ısla kladná (resp. záporná).
A je pozitivně (resp. negativně) semidefinitńı právě tehdy, když má
všechna vlastńı č́ısla nezáporná (resp. nekladná).
At’ I ⊆ {1, . . . , n} a A ∈Mn(R). Symbolem AI označ́ıme matici,
která vznikne z A vynecháńım všech řádk̊u a všech sloupc̊u
indexovaných prvky z množiny {1, . . . , n} \ I.
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Opakováńı

Věta (Sylvesterovo kritérium)
At’ A ∈Mn(R) je symetrická.

1 A je pozitivně definitńı právě tehdy, když pro každé k ∈ {1, . . . , n} je
detAIk

> 0, kde Ik = {1, . . . , k}.
2 A je pozitivně semidefinitńı právě tehdy, když detAI ≥ 0 pro každou

neprázdnou množinu I ⊆ {1, . . . , n}.

Důkaz: Vynecháváme. �

Př́ıklad
Určete typ definitnosti matice A, jestliže

1 A =

15 3 2
3 1 0
2 0 1

; 2 A =

4 2 2
2 1 1
2 1 0

; 3 A =

−1 0 1
0 −2 2
1 2 −3

.
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Opakováńı

Věta (O Taylorově polynomu 1. a 2. řádu)
Necht’ Ω ⊆ Rn je otev̌rená a x ∈ Ω. Potom plat́ı:

1 Jestliže f ∈ C1(Ω), pak existuje ω : Rn → R tak, že lim
h→0

ω(h) = 0 a
pro každé h ∈ Rn splňuj́ıćı x+ h ∈ Ω je

f(x+ h) = f(x) + 〈∇f(x), h〉+ ‖h‖ω(h).

2 Jestliže f ∈ C2(Ω) a h ∈ Rn splňuje [x, x+ h] ⊆ Ω, pak existuje
ξ ∈ {x+ λh |λ ∈ (0, 1)} tak, že

f(x+ h) = f(x) + 〈∇f(x), h〉+ 1
2 〈Hf (ξ)h, h〉 .

3 Jestliže f ∈ C2(Ω), pak existuje ω : Rn → R tak, že lim
h→0

ω(h) = 0 a
pro každé h ∈ Rn splňuj́ıćı x+ h ∈ Ω je

f(x+ h) = f(x) + 〈∇f(x), h〉+ 1
2 〈Hf (x)h, h〉+ ‖h‖2 ω(h).
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Diferencovatelné funkce a konvexita

Věta (O konvexitě a druhé derivaci)
Necht’ Ω ⊆ Rn je otev̌rená, C ⊆ Ω neprázdná konvexńı a f ∈ C2(Ω).
Potom plat́ı:

1 Jestliže pro každé x ∈ C je Hf (x) pozitivně semidefinitńı matice, pak
f je konvexńı na C.

2 Jestliže f je konvexńı na C a C je otev̌rená, potom Hf (x) je
pozitivně semidefinitńı matice pro každé x ∈ C.

3 Jestliže pro každé x ∈ C je Hf (x) pozitivně definitńı matice, pak f je
ryze konvexńı na C.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad
Funkce f(x, y) = x2 + xy + y2 je ryze konvexńı.
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Diferencovatelné funkce a konvexita

Př́ıklad
1 Množina

M =
{

(x, y)T ∈ R2
∣∣∣x+ 2e−x+y2 ≤ 4,−x2 + 3xy − 3y2 ≥ −1

}
je konvexńı.

2 At’ A =

2 2 3
1 3 1
1 2 α

 a α ∈ R. Funkce f(x) = 〈Ax, x〉 je konvexńı

právě tehdy, když α ≥ 2.
3 Funkce

f(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1
xi ln(xi)−

(
n∑

i=1
xi

)
ln
(

n∑
i=1

xi

)

je konvexńı.
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