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Pripustné sméry a sméry poklesu

@ Chceme lokalné aproximovat ptipustnou mnozinu néjakou jednodussi
mnozinou.

o Jakym smérem se Ize pohnout o maly krok z daného bodu, aniz
opustime pFipustnou mnozinu?

Definice
Necht M CR" ax € M.
o Vektor d € R" se nazve pfipustny smér mnoziny M v bodé z,
jestlize existuje 6 > 0 tak, Ze pro kazdé o € (0,6] je x + ad € M.
@ Mnozina F(M;x) vSech pfipustnych smérii mnoziny M v bodé = se
nazyva kuZel pripustnych sméri mnoziny M v bodé .

o F(M;x) #0.
o Je-liz €int (M), pak F(M;z) =R"
o Je-li M konetna (neprazdna), pak F(M;z) = {0} pro kazdé z € M.
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Pripustné sméry a sméry poklesu

Priklad
Q Jeli M = 5(0;1), pak F(M;z) = {0} pro kazdé = € M.
@ Jeli C = B(0;1) a & = (1,0)T, pak

f(@;@:{(j;) eR|dy <0}U{<8>}

@ Jakym smérem se pohnout z daného bodu, aby cilova funkce klesala?

Definice
Necht DCR® x€Daf:D—R.

@ Vektor d € R™ se nazve smér poklesu funkce f v bodé x, jestlize
existuje § > 0 tak, ze pro kazdé a € (0,0] je f(x + ad) < f(z).

@ Mnozina D(f;x) vSech smérii poklesu funkce f v bodé = se nazyva
kuZel sméri poklesu funkce f v bodé x.

@ Definice implicitné obsahuje podminku [z, + dd] C D.
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Pripustné sméry a sméry poklesu

Tvrzeni (Nutna geometricka podminka lokalniho extrému)

Jestlize x je bod lokalniho minima funkce f : D CR®™ - R na M C D,
pak F(M;z) N D(f;z) =0

Diikaz: Viz prednéska.

o Implikaci nelze obrétit. Jestlize f(x1,x2) = x2,

{2

F(M;z2)ND(f;z) = 0.

x%+az%:1} a =

()

Pfesto Z neni bodem lokalniho minima. Tim je bod (_01> .

o] =

pak
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Pripustné sméry a sméry poklesu

o Kuzel D(f;x) je obtizné najit. Pokusime se proto tento kuzel
Jlinearizovat”.
Definice
Necht 2 C R” je oteviena mnozina, z € Q a f € C1(9).

@ Vektor d € R" se nazve silny smér poklesu funkce f v bodé z,
jestlize (Vf(x),d) < 0.

@ Mnozina Dy(f;x) vsech silnych sméri poklesu funkce f v bodé x se
nazyva kuzel silnych sméri poklesu funkce f v bodé x.

e Kuzel Dy(f;x) je mnozina vSech FeSeni linedrni nerovnice
(Vf(z),d) <0.

@ Dy(f;x) je konvexni kuzel.
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Pripustné sméry a sméry poklesu

Tvrzeni
Necht Q2 C R" je oteviend mnoZina, x € 2 a f € C*(Q). Potom plati:
Q Je-lid € D(f;x), potom (V f(z),d) <O0.
@ Dy(f;x) CD(f;x) (t. jestlize (V f(x),dy <0, pak d € D(f;x)).
Dikaz: Viz prednaska.

|
o Implikace v @ nelze obratit. Uvazme napriklad funkci f(x) = 1. Pak
f'(z)d =0 pro kazdé d € R, ale D(f;x) =0

o Inkluze v @ nelze obratit. Uvazme napfiklad funkci f(z) = 23. Ta
ma v 0 smér poklesu d = —1, ale d ¢ Dy(f;0).
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Zakladni podminky optimality

Véta (Fermatova véta)

Necht Q) C R™ je oteviend mnoZina, M C Q a & € M je bodem lokalniho
minima funkce f € C*(Q) na M. Potom plati:

Q@ F(M;z)NDy(f;2) =0 (t. (Vf(Z),d) >0 pro viechny
de F(M;z)).

@ Jestlize & € int (M), pak Vf(%)

0.

v

Diilkaz: Viz prednéska. |

e Podminka @ (a tedy také nulovost gradientu v bodé @) je nutna,
nikoli postacujici.

o Jaké dodatetné pozadavky zajisti, aby podminka @ byla postacujici
pro existenci lokalniho minima v bodé 27
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Zakladni podminky optimality

Véta (O nutnych a postacujicich podminkach pro konvexni tlohu)

Necht Q2 C R" je oteviend mnoZina, f € C'(Q) je konvexnina C C Q a
z € C. Potom plati:

@ & € argmin, . f(x) pravé tehdy, kdyz F(C;2) N Dy(f;2) =0

@ Predpoklidejme, Ze & € int (C'). Pak & € argmin, . f(x) pravé
tehdy, kdyz V f(z) = 0.

Dikaz: Viz prednaska. |
P¥iklad
Je ddna funkce

flxy,x9) = ﬂ?% + 333% — 2179 + 71 — 279.

Funkce f je ryze konvexni. Jedinym bodem minima funkce f je i <_11>

v
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Zakladni podminky optimality

Priklad
At A € M, n(R), D € M, ,(R), b € R™ a A > 0. Je déna dloha
(regularizovanych nejmensich ¢tverci)

minimalizujte f(z) = || Az — b||* + A || Dz||* na R™

@ Jedna se o konvexni llohu.
@ V ptipadé D = 0 se redukuje na dlohu nejmensich Ctvercd.
Q@ Plati f(x) = ((ATA+ ADTD)z,z) — 2 (A, b) + [|b]|*

@ Z podminek optimality pro konvexni tlohu plyne, ze
& € argming ¢, f(x) pravé tehdy, kdyz AT Az + DT D3 = ATb.
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Zakladni podminky optimality

Véta (O podminkach optimality 2. ¥adu)
Necht Q2 C R" je oteviend mnoZina, M C ), 2 € int (M) a f € C%(Q).
Potom plati:

@ Jestlize i je bod lokalniho minima funkce f na M, pak V2 f(z) je
pozitivné semidefinitni.

Q Jestlize V(%) =0 a V2f(2) je pozitivné definitni, pak % je bod
ostrého lokalniho minima.

v

Dikaz: Vynechavame. |

e Pokud z € int (M) je bodem ostrého lokalniho minima, pak nutné
neplati, ze V2f(#) je pozitivng definitni (viz f(z) = 2* a & = 0).

@ Analogie druhého tvrzeni z predchozi véty pro semidefinitni matice
neplati (viz f(z) = 2% a 2 = 0).
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Zakladni podminky optimality

Priklad
Je dana funkce

1 1
flxy,x2) = ga::f + ix% + z1x0 + 229.

Podezrelé body z lokalniho extrému jsou

() ()

@ Bod u je bodem ostrého lokdlniho minima.

@ Bod v neni bodem lokalniho minima ani maxima, nebot v tomto bodé
neni splnéna nutna podminka druhého ¥adu pro funkci f ani pro
funkci —f.
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Omezeni ve tvaru nerovnosti

e Jak popsat informaci obsazenou v F(M; Z) pomoci jednoduseji
konstruovatelného kuzelu?

Definice

At g1,..., gk jsou realné funkce definované na mnozing Q C R”,
M={z€Qfg(z) <0,...,gx(z) <0}

arxeM.

e Mnozina Z ((gi)le;:zr) ={ie{l,...,k}|gi(x) =0} se nazyva
indexova mnoZina aktivnich omezeni v bodé x.

o Jestlizei € Z ((gi)le;m), pak g;(z) < 0 se nazve aktivni omezeni
(ve tvaru nerovnosti) v bodé x.

o Jestlizei ¢ 7 ((gi)f‘zl;x) pak g;(z) < 0 se nazve neaktivni

omezeni (ve tvaru nerovnosti) v bodé .

v
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Omezeni ve tvaru nerovnosti

Definice
Necht @ C R” je oteviend mnozina, g1,...,9r € C*(Q), z € M a
M={zeQ|g(x) <O0,...,9x(x) <0}. Definujeme mnozinu

g ((gi)le;x) = {d e R" ‘ (Vgi(z),d) <0 VieZ ((gi)le;:z:)}
= N {deR"|(Vglx),d) <0},

i€Z((9:)k_152)

o g ((gi)i?:l;w) je uzavreny konvexni kuZel obsahujici 0.

e ((gi)le;w (a také Z ((gi)le;x)) zavisi na popisu mnoziny M.
Naproti tomu F(M;x) je geometricky koncept (tj. nezavisi na
konkrétnim popisu mnoziny M).
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Omezeni ve tvaru nerovnosti

Priklad

Je ddna mnozina
M = {(xl,:xg)T e R? ‘:1:2 — xi’ <0,—xz9 < 0}

a bod & = (0,0)T. Oznatme g1 (21, 72) = 2o — 23 a go(x1, 22) = —x2. Pak

F(M; i) = {(@ |d1 > o},
A dq
G ((91,92). %) = {(0) |d1 ER}.

Vidime, ze F(M;z) € G ((91,92),Z). Polozme g3(z1,22) = —x1 — x2. Pak

M = {($151‘2)T c R2

gi(z1,m2) <0 Vi€ {1,2,3}},

v
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Omezeni ve tvaru nerovnosti

o Umluva: NemiiZe-li dojit k nedorozuméni, budeme psat jen Z(z) a
G(w) misto Z ((g)157) 2 G ((9)is )

o Lze ukdzat, ze F(M;z) C G(x). Jak jsme vidéli v predchozim
prikladé, rovnost obecné nenastava.

o Lze podminku optimality F(M;2) N Dy(f;2) = () nahradit
podminkou G(&) N Dy(f; %) = 0?

Priklad
minimalizujte x1 + =9
za podminek x9 — x“;’ <0,

—X9 § 0.

Bod & = <8> je (jediné) Feseni, avak G(&) N Dy(f;2) # 0.
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Omezeni ve tvaru nerovnosti

o Kuzel G(x) je obecné prilis veliky. Nutné klast dodate¢nou podminku.

Véta (O nutnych KKT podminkach)
Necht Q2 C R" je oteviend mnoZina, f, g1, .., g1 € CH(Q),

M={xeQ|gi(x) <0,...,g9r(x) <0}

ate M. Jestlize F(M;z) = G(&) a & je bod lokalniho minima f na M,
pak existuje (1, ..., )T € RF tak, Ze

k
V@) +Y wVa(®) = 0,

=1

1igi(Z) 0 provsechnai € {1,... k},
wi > 0  provsechnaie {1,... k}.

Dikaz: Viz prednaska. |

Martin Bohata Optimalizace a teorie her Podminky optimality 16 /28



Omezeni ve tvaru nerovnosti

Terminologie:
@ Podminky

(P1) V(&) + Y0, uiVai(@) =0,
(P2) pigi(z) =0,
(P3) p; >0,

se souhrné nazyvaji KKT podminky.
e Podminka (P1) se nazyvd podminka stacionarity.
e Podminka (P2) se nazyvd podminka komplementarity.

o Koeficienty p1, ..., ur € R spliujici KKT podminky se nazyvaji KKT
multiplikatory (Lagrangeovy multiplikatory) v bodé Z.

e Bod # se nazve KK T bod, existuje-li vektor (pi1, ..., ux)? KKT
multiplikatord v bodé .
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Omezeni ve tvaru nerovnosti

@ Geometricka interpretace KKT podminek: Gradienty funkci z
aktivnich omezeni (funkci g;, i € Z(%)) v bodé & generuji kuzel, ve
kterém lezi —V f(2).

Priklad

minimalizujte =1 + 2

za podminek x1,x9 > 0.

Lze ukazat, ze

F(R;z) = G(x)

pro kazdé = € ]R%r. Bod & = 0 je jediny KKT bod a jedna se o bod minima.

v

e Predpoklad F(M;Z) = G(Z) je jednou z tzv. podminek regularity.
Nahradime-li F(M;2) = G(&) ve vété O nutnych KKT podminkach
jakoukoli jinou podminkou regularity, zlistane véta stale v platnosti.
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Omezeni ve tvaru nerovnosti

Definice

Necht Q2 C R” je oteviena mnoZina, g1,...,g9x € C1(Q) a
M={z€Qfg(x) <0,...,gr(x) <0}.

Rekneme, Ze (g;)%_, spliiuje

(APR) Afinni podminku regularity, jestlize g1, ..., g jsou afinni;

(SPR) Slaterovu podminku regularity, jestlize g1, ..., gx jsou
konvexni na ) a existuje x € Q) tak, ze pro kazdé i € {1,...,k} je
g9i(x) <0;

(PLN) Podminku linearni nezavislosti v & € M, jestlize
{Vgi(2)]i € Z(2)} je linedrné nezavisld mnozina vektor(;

(ZPR) Zangwillovu podminku regularity v & € M, jestlize

F(M;z)=G(2).

v
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Omezeni ve tvaru nerovnosti

Plati:

o Kazda z podminek (APR) a (SPR) implikuje (ZPR) pro kazdé & € M.

e Podminka (PLN) implikuje (ZPR).

Priklad

minimalizujte (z1 + 1) + (22 + 1)?
za podminek x1 + x2 <0,

—r1 <0,

—x9 < 0.

Je splnéna afinni podminka regularity. V kazdém bodé p¥ipustné mnoziny
jsou tak KKT podminky nutnymi podminkami optimality.
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Omezeni ve tvaru nerovnosti
Priklad

minimalizujte x;
za podminek 2% 4 (x5 —1)% <

4 (zp+1)2 <

9

Bod (0,0)” je jediny p¥ipustny bod, ale neni to KKT bod. Splnéni nékteré
z podminek regularity je tedy nutné i v pripadé konvexnich tloh!

Véta (O postacujicich KKT podminkach)

Necht Q2 C R" je oteviend mnoZina, f,g1,...,qgr € C1(Q) jsou konvexni
funkce na C = {zx € Q| g1(x) <0,...,gx(z) <0}. Jestlize & € C je KKT
bod, pak & je bod minima funkce f na C.

v

Diikaz: Viz prednaska. |
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Omezeni ve tvaru nerovnosti

Priklad

minimalizujte 227 + 23
za podminek z7 423 < 1,
—x1 < 0.

@ Je splnéna Slaterova podminka regularity a vSechny funkce vystupujici
v optimaliza&ni tloze jsou spojité diferencovatelné a konvexni (na R?).
Tedy KKT podminky jsou nutné a postacujici podminky optimality.

o Bod (8) je jediny bod minima.
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Omezeni ve tvaru nerovnosti

Priklad

maximalizujte (21 — 2)2 + (29 — 3)2
za podminek 3xq + 2x9 > 6,
—r1 + 232 < 3,
T < 2.

@ Predpoklady véty O nutnych KKT podminkach jsou splnény.
e Véta O postadujicich KKT podminkach nelze pouZit, nebot tloha
neni konvexni.

@ Snadno ovétime, ze (2,0)7 je KKT bod. Je to Feeni Glohy?
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Omezeni ve tvaru nerovnosti

Priklad
Je dana dloha

minimalizujte ax; + x2
za podminek z? 4 3 < 25,

r1 — w2 < 1,

kde a € R je parametr.
o KKT podminky jsou nutné a postacujici podminky optimality.

@ Vektor <4

3> je feSenim Ulohy pravé tehdy, kdyz a < —1.
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Omezeni ve tvaru nerovnosti

Priklad
At ¢ € R™\ {0}. Uvazme dlohu

maximalizujte (x, c)

za podminky ||z]|* < 1.

o KKT podminky jsou

—c+2ux =0,

2
p(ll]” = 1) =0,
= 0.

o Jediné reseni llohy je = Tl
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Omezeni ve tvaru nerovnosti

Priklad

.. ...
minimalizujte —
Z2

1
za podminek — + z9 < 2,
Z1

x1,x9 > 0.
@ Uvedena lloha neni konvexni.

@ Pomoci substituce x1 = e¥* a x9 = e¥2 Ize Glohu ,prepsat” na
konvexni Ulohu

minimalizujte e¥* %2

za podminek e Y 4 ¢e¥2 < 2.

1
o Jediné feseni plivodni dlohy je <1>
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Omezeni ve tvaru rovnosti a nerovnosti

Predpokladejme, ze 2 C R"™ je neprazdna oteviend mnozina a
91, Gk, h1,..., € CHQ). Je dana (loha

minimalizujte f(x)

za podminek g;(z) <0 pro kazdé i € {1,...,k},

hj(xz) =0 pro kazdé j € {1,...,1},
e Q.

S

@ Rovnice hi(z) =0,...,h(z) = 0 Ize zapsat pomoci nerovnic
hi(x) <0,—hy(x) <0,...,h(z) <0,—h(z) <0, atim problém
prevedeme na optimalizacni Glohu obsahujici jen omezeni ve tvaru
nerovnosti.

@ V pripadé nelineérnich funkci hq, ..., h; ale neni kuzel F(M;x) ptilis
pouzitelny (bézné F(M;z) = {0}). V takovém pfipadé je nutné
vybudovat obecnéjsi teorii.
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Omezeni ve tvaru rovnosti a nerovnosti

Casté jsou ale dlohy, kdy f je navic konvexni na pfipustné mnoziné a
Jis- -Gk, P1, ..., hy jsou afinni. Pak

minimalizujte f(z)

za podminek  g¢;(x) <0 pro kazdé i e {1,...,k},
hj(z) <0 pro kazdé j € {1,...,1},
—hj(x) <0 pro kazdé j € {1,...,1},

x € €.

je konvexni tloha a KKT podminky jsou nutné a postacujici v kazdém
bodé pfipustné mnoziny (je splnéna afinni podminka regularity).
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