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Př́ıpustné směry a směry poklesu

Chceme lokálně aproximovat p̌ŕıpustnou množinu nějakou jednoduš̌śı
množinou.
Jakým směrem se lze pohnout o malý krok z daného bodu, aniž
opust́ıme p̌ŕıpustnou množinu?

Definice
Necht’ M ⊆ Rn a x ∈M .

Vektor d ∈ Rn se nazve p̌ŕıpustný směr množiny M v bodě x,
jestliže existuje δ > 0 tak, že pro každé α ∈ (0, δ] je x+ αd ∈M .
Množina F(M ;x) všech p̌ŕıpustných směr̊u množiny M v bodě x se
nazývá kužel p̌ŕıpustných směr̊u množiny M v bodě x.

F(M ;x) 6= ∅.
Je-li x ∈ int (M), pak F(M ;x) = Rn.
Je-li M konečná (neprázdná), pak F(M ;x) = {0} pro každé x ∈M .
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Př́ıpustné směry a směry poklesu

Př́ıklad
1 Je-li M = S(0; 1), pak F(M ;x) = {0} pro každé x ∈M .
2 Je-li C = B(0; 1) a x̂ = (1, 0)T , pak

F(C; x̂) =
{(

d1
d2

)
∈ R2

∣∣∣∣∣ d1 < 0
}⋃{(0

0

)}
.

Jakým směrem se pohnout z daného bodu, aby ćılová funkce klesala?

Definice
Necht’ D ⊆ Rn, x ∈ D a f : D → R.

Vektor d ∈ Rn se nazve směr poklesu funkce f v bodě x, jestliže
existuje δ > 0 tak, že pro každé α ∈ (0, δ] je f(x+ αd) < f(x).
Množina D(f ;x) všech směr̊u poklesu funkce f v bodě x se nazývá
kužel směr̊u poklesu funkce f v bodě x.

Definice implicitně obsahuje podḿınku [x, x+ δd] ⊆ D.
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Př́ıpustné směry a směry poklesu

Tvrzeńı (Nutná geometrická podḿınka lokálńıho extrému)
Jestliže x je bod lokálńıho minima funkce f : D ⊆ Rn → R na M ⊆ D,
pak F(M ;x) ∩ D(f ;x) = ∅.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Implikaci nelze obrátit. Jestliže f(x1, x2) = x2,

M =
{(

x1
x2

)
∈ R2

∣∣∣∣∣x2
1 + x2

2 = 1
}

a x̂ = 1
5

(
3
4

)
,

pak
F(M ; x̂) ∩ D(f ; x̂) = ∅.

Přesto x̂ neńı bodem lokálńıho minima. T́ım je bod
(

0
−1

)
.
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Př́ıpustné směry a směry poklesu

Kužel D(f ;x) je obt́ıžné naj́ıt. Pokuśıme se proto tento kužel

”linearizovat“.

Definice
Necht’ Ω ⊆ Rn je otev̌rená množina, x ∈ Ω a f ∈ C1(Ω).

Vektor d ∈ Rn se nazve silný směr poklesu funkce f v bodě x,
jestliže 〈∇f(x), d〉 < 0.
Množina D0(f ;x) všech silných směr̊u poklesu funkce f v bodě x se
nazývá kužel silných směr̊u poklesu funkce f v bodě x.

Kužel D0(f ;x) je množina všech řešeńı lineárńı nerovnice

〈∇f(x), d〉 < 0.

D0(f ;x) je konvexńı kužel.
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Př́ıpustné směry a směry poklesu

Tvrzeńı
Necht’ Ω ⊆ Rn je otev̌rená množina, x ∈ Ω a f ∈ C1(Ω). Potom plat́ı:

1 Je-li d ∈ D(f ;x), potom 〈∇f(x), d〉 ≤ 0.
2 D0(f ;x) ⊆ D(f ;x) (tj. jestliže 〈∇f(x), d〉 < 0, pak d ∈ D(f ;x)).

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Implikace v 1 nelze obrátit. Uvažme nap̌ŕıklad funkci f(x) = 1. Pak
f ′(x)d = 0 pro každé d ∈ R, ale D(f ;x) = ∅.
Inkluze v 2 nelze obrátit. Uvažme nap̌ŕıklad funkci f(x) = x3. Ta
má v 0 směr poklesu d = −1, ale d /∈ D0(f ; 0).
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Základńı podḿınky optimality

Věta (Fermatova věta)
Necht’ Ω ⊆ Rn je otev̌rená množina, M ⊆ Ω a x̂ ∈M je bodem lokálńıho
minima funkce f ∈ C1(Ω) na M . Potom plat́ı:

1 F(M ; x̂) ∩ D0(f ; x̂) = ∅ (tj. 〈∇f(x̂), d〉 ≥ 0 pro všechny
d ∈ F(M ; x̂)).

2 Jestliže x̂ ∈ int (M), pak ∇f(x̂) = 0.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Podḿınka 1 (a tedy také nulovost gradientu v bodě 2 ) je nutná,
nikoli postačuj́ıćı.
Jaké dodatečné požadavky zajist́ı, aby podḿınka 1 byla postačuj́ıćı
pro existenci lokálńıho minima v bodě x̂?
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Základńı podḿınky optimality

Věta (O nutných a postačuj́ıćıch podḿınkách pro konvexńı úlohu)
Necht’ Ω ⊆ Rn je otev̌rená množina, f ∈ C1(Ω) je konvexńı na C ⊆ Ω a
x̂ ∈ C. Potom plat́ı:

1 x̂ ∈ argminx∈C f(x) právě tehdy, když F(C; x̂) ∩ D0(f ; x̂) = ∅.
2 Předpokládejme, že x̂ ∈ int (C). Pak x̂ ∈ argminx∈C f(x) právě

tehdy, když ∇f(x̂) = 0.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad
Je dána funkce

f(x1, x2) = x2
1 + 3x2

2 − 2x1x2 + x1 − 2x2.

Funkce f je ryze konvexńı. Jediným bodem minima funkce f je 1
4

(
−1
1

)
.
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Základńı podḿınky optimality

Př́ıklad
At’ A ∈Mm,n(R), D ∈Mr,n(R), b ∈ Rm a λ > 0. Je dána úloha
(regularizovaných nejmenš́ıch čtverc̊u)

minimalizujte f(x) = ‖Ax− b‖2 + λ ‖Dx‖2 na Rn.

1 Jedná se o konvexńı úlohu.
2 V p̌ŕıpadě D = 0 se redukuje na úlohu nejmenš́ıch čtverc̊u.
3 Plat́ı f(x) =

〈
(ATA+ λDTD)x, x

〉
− 2 〈Ax, b〉+ ‖b‖2.

4 Z podḿınek optimality pro konvexńı úlohu plyne, že
x̂ ∈ argminx∈M f(x) právě tehdy, když ATAx̂+DTDx̂ = AT b.
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Základńı podḿınky optimality

Věta (O podḿınkách optimality 2. řádu)
Necht’ Ω ⊆ Rn je otev̌rená množina, M ⊆ Ω, x̂ ∈ int (M) a f ∈ C2(Ω).
Potom plat́ı:

1 Jestliže x̂ je bod lokálńıho minima funkce f na M , pak ∇2f(x̂) je
pozitivně semidefinitńı.

2 Jestliže ∇f(x̂) = 0 a ∇2f(x̂) je pozitivně definitńı, pak x̂ je bod
ostrého lokálńıho minima.

Důkaz: Vynecháváme. �

Pokud x̂ ∈ int (M) je bodem ostrého lokálńıho minima, pak nutně
neplat́ı, že ∇2f(x̂) je pozitivně definitńı (viz f(x) = x4 a x̂ = 0).
Analogie druhého tvrzeńı z p̌redchoźı věty pro semidefinitńı matice
neplat́ı (viz f(x) = x3 a x̂ = 0).
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Základńı podḿınky optimality

Př́ıklad
Je dána funkce

f(x1, x2) = 1
3x

3
1 + 1

2x
2
2 + x1x2 + 2x2.

Podežrelé body z lokálńıho extrému jsou

u =
(

2
−4

)
a v =

(
−1
−1

)
.

Bod u je bodem ostrého lokálńıho minima.
Bod v neńı bodem lokálńıho minima ani maxima, nebot’ v tomto bodě
neńı splněna nutná podḿınka druhého řádu pro funkci f ani pro
funkci −f .
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Omezeńı ve tvaru nerovnosti

Jak popsat informaci obsaženou v F(M ; x̂) pomoćı jednodušeji
konstruovatelného kuželu?

Definice
At’ g1, . . . , gk jsou reálné funkce definované na množině Ω ⊆ Rn,

M = {x ∈ Ω | g1(x) ≤ 0, . . . , gk(x) ≤ 0}

a x ∈M .
Množina I

(
(gi)k

i=1;x
)

:= {i ∈ {1, . . . , k} | gi(x) = 0} se nazývá
indexová množina aktivńıch omezeńı v bodě x.
Jestliže i ∈ I

(
(gi)k

i=1;x
)

, pak gi(x) ≤ 0 se nazve aktivńı omezeńı
(ve tvaru nerovnosti) v bodě x.
Jestliže i /∈ I

(
(gi)k

i=1;x
)

, pak gi(x) ≤ 0 se nazve neaktivńı
omezeńı (ve tvaru nerovnosti) v bodě x.
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Omezeńı ve tvaru nerovnosti

Definice
Necht’ Ω ⊆ Rn je otev̌rená množina, g1, . . . , gk ∈ C1(Ω), x ∈M a
M = {x ∈ Ω | g1(x) ≤ 0, . . . , gk(x) ≤ 0}. Definujeme množinu

G
(
(gi)k

i=1;x
)

:=
{
d ∈ Rn

∣∣∣ 〈∇gi(x), d〉 ≤ 0 ∀i ∈ I
(
(gi)k

i=1;x
)}

=
⋂

i∈I((gi)k
i=1;x)

{d ∈ Rn | 〈∇gi(x), d〉 ≤ 0} .

G
(
(gi)k

i=1;x
)

je uzav̌rený konvexńı kužel obsahuj́ıćı 0.

G
(
(gi)k

i=1;x
)

(a také I
(
(gi)k

i=1;x
)

) záviśı na popisu množiny M .
Naproti tomu F(M ;x) je geometrický koncept (tj. nezáviśı na
konkrétńım popisu množiny M).
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Omezeńı ve tvaru nerovnosti

Př́ıklad
Je dána množina

M =
{

(x1, x2)T ∈ R2
∣∣∣x2 − x3

1 ≤ 0,−x2 ≤ 0
}

a bod x̂ = (0, 0)T . Označme g1(x1, x2) = x2−x3
1 a g2(x1, x2) = −x2. Pak

F(M ; x̂) =
{(

d1
0

) ∣∣∣∣∣ d1 ≥ 0
}
,

G ((g1, g2), x̂) =
{(

d1
0

) ∣∣∣∣∣ d1 ∈ R
}
.

Vid́ıme, že F(M ; x̂) ( G ((g1, g2), x̂). Položme g3(x1, x2) = −x1−x2. Pak

M =
{

(x1, x2)T ∈ R2
∣∣∣ gi(x1, x2) ≤ 0 ∀i ∈ {1, 2, 3}

}
,

G ((g1, g2, g3), x̂) = F(M ; x̂).
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Omezeńı ve tvaru nerovnosti

Úmluva: Nemůže-li doj́ıt k nedorozuměńı, budeme psát jen I(x) a
G(x) ḿısto I

(
(gi)k

i=1;x
)

a G
(
(gi)k

i=1;x
)

.
Lze ukázat, že F(M ;x) ⊆ G(x). Jak jsme viděli v p̌redchoźım
p̌ŕıkladě, rovnost obecně nenastává.
Lze podḿınku optimality F(M ; x̂) ∩ D0(f ; x̂) = ∅ nahradit
podḿınkou G(x̂) ∩ D0(f ; x̂) = ∅?

Př́ıklad

minimalizujte x1 + x2

za podḿınek x2 − x3
1 ≤ 0,

−x2 ≤ 0.

Bod x̂ =
(

0
0

)
je (jediné) řešeńı, avšak G(x̂) ∩ D0(f ; x̂) 6= ∅.
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Omezeńı ve tvaru nerovnosti

Kužel G(x) je obecně p̌ŕılǐs veliký. Nutné klást dodatečnou podḿınku.

Věta (O nutných KKT podḿınkách)
Necht’ Ω ⊆ Rn je otev̌rená množina, f, g1, . . . , gk ∈ C1(Ω),

M = {x ∈ Ω | g1(x) ≤ 0, . . . , gk(x) ≤ 0}

a x̂ ∈M . Jestliže F(M ; x̂) = G(x̂) a x̂ je bod lokálńıho minima f na M ,
pak existuje (µ1, . . . , µk)T ∈ Rk tak, že

∇f(x̂) +
k∑

i=1
µi∇gi(x̂) = 0,

µigi(x̂) = 0 pro všechna i ∈ {1, . . . , k},
µi ≥ 0 pro všechna i ∈ {1, . . . , k}.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Omezeńı ve tvaru nerovnosti

Terminologie:
Podḿınky

(P1) ∇f(x̂) +
∑k

i=1 µi∇gi(x̂) = 0,
(P2) µigi(x̂) = 0,
(P3) µi ≥ 0,
se souhrně nazývaj́ı KKT podḿınky .
Podḿınka (P1) se nazývá podḿınka stacionarity .
Podḿınka (P2) se nazývá podḿınka komplementarity .
Koeficienty µ1, . . . , µk ∈ R splňuj́ıćı KKT podḿınky se nazývaj́ı KKT
multiplikátory (Lagrangeovy multiplikátory) v bodě x̂.
Bod x̂ se nazve KKT bod , existuje-li vektor (µ1, . . . , µk)T KKT
multiplikátor̊u v bodě x̂.
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Omezeńı ve tvaru nerovnosti

Geometrická interpretace KKT podḿınek: Gradienty funkćı z
aktivńıch omezeńı (funkćı gi, i ∈ I(x̂)) v bodě x̂ generuj́ı kužel, ve
kterém lež́ı −∇f(x̂).

Př́ıklad

minimalizujte x1 + x2

za podḿınek x1, x2 ≥ 0.

Lze ukázat, že
F(R2

+;x) = G(x)

pro každé x ∈ R2
+. Bod x̂ = 0 je jediný KKT bod a jedná se o bod minima.

Předpoklad F(M ; x̂) = G(x̂) je jednou z tzv. podḿınek regularity.
Nahrad́ıme-li F(M ; x̂) = G(x̂) ve větě O nutných KKT podḿınkách
jakoukoli jinou podḿınkou regularity, z̊ustane věta stále v platnosti.
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Omezeńı ve tvaru nerovnosti

Definice
Necht’ Ω ⊆ Rn je otev̌rená množina, g1, . . . , gk ∈ C1(Ω) a

M = {x ∈ Ω | g1(x) ≤ 0, . . . , gk(x) ≤ 0} .

Řekneme, že (gi)k
i=1 splňuje

(APR) Afinńı podḿınku regularity , jestliže g1, . . . , gk jsou afinńı;
(SPR) Slaterovu podḿınku regularity , jestliže g1, . . . , gk jsou

konvexńı na Ω a existuje x ∈ Ω tak, že pro každé i ∈ {1, . . . , k} je
gi(x) < 0;

(PLN) Podḿınku lineárńı nezávislosti v x̂ ∈M , jestliže
{∇gi(x̂) | i ∈ I(x̂)} je lineárně nezávislá množina vektor̊u;

(ZPR) Zangwillovu podḿınku regularity v x̂ ∈M , jestliže
F(M ; x̂) = G(x̂).
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Omezeńı ve tvaru nerovnosti

Plat́ı:
Každá z podḿınek (APR) a (SPR) implikuje (ZPR) pro každé x̂ ∈M .
Podḿınka (PLN) implikuje (ZPR).

Př́ıklad

minimalizujte (x1 + 1)2 + (x2 + 1)2

za podḿınek x1 + x2 ≤ 0,
−x1 ≤ 0,
−x2 ≤ 0.

Je splněna afinńı podḿınka regularity. V každém bodě p̌ŕıpustné množiny
jsou tak KKT podḿınky nutnými podḿınkami optimality.
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Omezeńı ve tvaru nerovnosti

Př́ıklad

minimalizujte x1

za podḿınek x2
1 + (x2 − 1)2 ≤ 1,
x2

1 + (x2 + 1)2 ≤ 1.

Bod (0, 0)T je jediný p̌ŕıpustný bod, ale neńı to KKT bod. Splněńı některé
z podḿınek regularity je tedy nutné i v p̌ŕıpadě konvexńıch úloh!

Věta (O postačuj́ıćıch KKT podḿınkách)
Necht’ Ω ⊆ Rn je otev̌rená množina, f, g1, . . . , gk ∈ C1(Ω) jsou konvexńı
funkce na C = {x ∈ Ω | g1(x) ≤ 0, . . . , gk(x) ≤ 0}. Jestliže x̂ ∈ C je KKT
bod, pak x̂ je bod minima funkce f na C.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Omezeńı ve tvaru nerovnosti

Př́ıklad

minimalizujte 2x2
1 + x2

2

za podḿınek x2
1 + x2

2 ≤ 1,
−x1 ≤ 0.

Je splněna Slaterova podḿınka regularity a všechny funkce vystupuj́ıćı
v optimalizačńı úloze jsou spojitě diferencovatelné a konvexńı (na R2).
Tedy KKT podḿınky jsou nutné a postačuj́ıćı podḿınky optimality.

Bod
(

0
0

)
je jediný bod minima.
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Omezeńı ve tvaru nerovnosti

Př́ıklad

maximalizujte (x1 − 2)2 + (x2 − 3)2

za podḿınek 3x1 + 2x2 ≥ 6,
−x1 + 2x2 ≤ 3,

x1 ≤ 2.

Předpoklady věty O nutných KKT podḿınkách jsou splněny.
Věta O postačuj́ıćıch KKT podḿınkách nelze použ́ıt, nebot’ úloha
neńı konvexńı.
Snadno ově̌ŕıme, že (2, 0)T je KKT bod. Je to řešeńı úlohy?
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Omezeńı ve tvaru nerovnosti

Př́ıklad
Je dána úloha

minimalizujte αx1 + x2

za podḿınek x2
1 + x2

2 ≤ 25,
x1 − x2 ≤ 1,

kde α ∈ R je parametr.
KKT podḿınky jsou nutné a postačuj́ıćı podḿınky optimality.

Vektor
(

4
3

)
je řešeńım úlohy právě tehdy, když α ≤ −1.
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Omezeńı ve tvaru nerovnosti

Př́ıklad
At’ c ∈ Rn \ {0}. Uvažme úlohu

maximalizujte 〈x, c〉
za podḿınky ‖x‖2 ≤ 1.

KKT podḿınky jsou

−c+ 2µx = 0,
µ(‖x‖2 − 1) = 0,

µ ≥ 0.

Jediné řešeńı úlohy je x̂ = c
‖c‖ .
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Omezeńı ve tvaru nerovnosti

Př́ıklad

minimalizujte x1
x2

za podḿınek 1
x1

+ x2 ≤ 2,

x1, x2 > 0.
Uvedená úloha neńı konvexńı.
Pomoćı substituce x1 = ey1 a x2 = ey2 lze úlohu ”p̌repsat“ na
konvexńı úlohu

minimalizujte ey1−y2

za podḿınek e−y1 + ey2 ≤ 2.

Jediné řešeńı původńı úlohy je
(

1
1

)
.
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Omezeńı ve tvaru rovnosti a nerovnosti

Předpokládejme, že Ω ⊆ Rn je neprázdná otev̌rená množina a
f, g1, . . . , gk, h1, . . . , hl ∈ C1(Ω). Je dána úloha

minimalizujte f(x)
za podḿınek gi(x) ≤ 0 pro každé i ∈ {1, . . . , k},

hj(x) = 0 pro každé j ∈ {1, . . . , l},
x ∈ Ω.

Rovnice h1(x) = 0, . . . , hl(x) = 0 lze zapsat pomoćı nerovnic
h1(x) ≤ 0,−h1(x) ≤ 0, . . . , hl(x) ≤ 0,−hl(x) ≤ 0, a t́ım problém
p̌revedeme na optimalizačńı úlohu obsahuj́ıćı jen omezeńı ve tvaru
nerovnosti.
V p̌ŕıpadě nelineárńıch funkćı h1, . . . , hl ale neńı kužel F(M ;x) p̌rilǐs
použitelný (běžně F(M ;x) = {0}). V takovém p̌ŕıpadě je nutné
vybudovat obecněǰśı teorii.
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Omezeńı ve tvaru rovnosti a nerovnosti

Časté jsou ale úlohy, kdy f je nav́ıc konvexńı na p̌ŕıpustné množině a
g1, . . . , gk, h1, . . . , hl jsou afinńı. Pak

minimalizujte f(x)
za podḿınek gi(x) ≤ 0 pro každé i ∈ {1, . . . , k},

hj(x) ≤ 0 pro každé j ∈ {1, . . . , l},
−hj(x) ≤ 0 pro každé j ∈ {1, . . . , l},

x ∈ Ω.

je konvexńı úloha a KKT podḿınky jsou nutné a postačuj́ıćı v každém
bodě p̌ŕıpustné množiny (je splněna afinńı podḿınka regularity).
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