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Uvod do kvadratického programovani

Ulohy kvadratického programovani jsou optimalizacni dlohy, ve kterych je

O cilova funkce f je kvadraticka, tj.

f(@) = (Qz,2) + (z,¢) + d,

kde @ € M,,(R), c € R", d € R (bez Gjmy na obecnosti budeme
predpokladat, ze @ je symetrickd a d = 0);

@ pripustnd mnozina je konvexni polyedrickd mnoZzina.
Uloha kvadratického programovani neni obecné konvexni!

@ Pokud ale minimalizujeme kvadratickou funkci f, ve které je @
pozitivné semidefinitni matice, pak se jednd o konvexni tlohu.
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Uvod do kvadratického programovani

V dal$im budeme uvazovat jen Glohu kvadratického programovani ve tvaru

1
minimalizujte = (Qx, z) + (x,¢)
2 (QP)
za podminky Az < b,

kde Q@ € M,,(R) je pozitivné definitni, A € M, ,(R), b € R™ a ¢ € R™.

e Cilova funkce v (QP) je ryze konvexni. Uloha tak mé nejvyge jedno
feSeni.
o KKT podminky

Qr4+c+ATu=0
(Az —b,u) =0
p=0

jsou nutné a postacujici.
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Metoda aktivni mnoziny — motivace

® ai,...,am ... sloupce matice AT

o M ={z e R"| Az < b} ... pfipustnda mnozina dlohy (QP).

@ Pro z € M oznalime symbolem I(x) = {i € {1,...,m}|{a;,x) = b;}
indexovou mnozinu aktivnich omezeni.

@ Pokud bychom znali indexovou mnoZzinu aktivnich omezeni v bodé &
feseni dlohy (QP), pak 2 snadno zrekonstruujeme z KKT podminek.
Bod 2 by byl reSenim soustavy

Qr+c+ Z pja; =0
jel(#)
(aj,z) —bj =0 projeI(2)
(aj,z) —b; <0 proj ¢ I(2)
>0 projel(d)
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Metoda aktivni mnoziny — motivace
@ Idea algoritmu pro feSeni (QP) spotiva v feseni posloupnosti tloh

1
minimalizujte 3 (Qz,z) + (x,c)

(Pr)
za podminek  (aj,z) =b; proje Jy
s vhodnymi indexovymi mnozinami J C {1,...,m}.
e V dal$im predpokladame, Ze {a; |i € Ji} tvori linedrné nezavislou
mnozinu.

e Bod #¥l € R™ je fe$enim dlohy (Py) pravé tehdy, kdy? existuji &isla
w; € R, kde j € Jj, spliujici

Qi 4 ¢+ Z pja; =0
J€Jk

<aj,£[k]> —bj=0 projeJg
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Metoda aktivni mnoziny — motivace

Priklad

1
minimalizujte [(1‘1 -1)%+ $3]
za podminek  x1 > 0,

.1‘220.

N |

Q Polozme zl0 = (?) a Jo=I(z%) = {1},

Q@ ReZeni dlohy (Pp) je [0 = 8 € M. Tomuto bodu odpovida

1 < 0. Proto polozime zl = 219 a Jj; = 1(zlM)\ {1} = {2}.

@ Regeni dlohy (Py) je 21 = (é) Bod 2! je fefenim zadané tlohy.
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Metoda aktivni mnoziny — motivace

Priklad
(@1 + 1)+ (22 + 1)

| =

minimalizujte

za podminek  x1 > 0,
o Z 0.

@ Polozme z[0 := (i’) a Jo:= 1zl =0.

@ Regeni tlohy (Pp) je 1% = (j) ¢ M. At dy =210 — 20 3

a:mm{_<a1,x[o1> <a2,:17[0]>} 1

(ar,do) ~ {ag,do) 2

Polozme zlll = 2[0 4 ady = <(1)> EMalJi= I<37[1]) ={2}.

v
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Metoda aktivni mnoziny — motivace

P¥iklad (pokracovani)

©Q Regeni dlohy (Py) je 2l = <_01> ¢ M. At dy =zl — 2l a

(o) s

o= ——]""" = —.

<a1, d1> 2

Potom 22l = 2zl 4+ ad; = (8) € M je Yedeni zadané dlohy.
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Metoda aktivni mnoziny

Algoritmus
@ Zvol zl% € M, poloz Jy = I(z1%) a k = 0.
@ Urti fedeni 2!¥ tlohy (Py,) a multiplikatory i, kde j € Jj.
Q Je-li 2Kl € M a p; > 0 pro kazdé j € J, pak 2!¥l je Fegenf dlohy a
algoritmus kondi. V opacném pripadé jdi na bod @.

Q Je-li 2 € M a existuje | € Jj, tak, Ze j; < 0, pak poloz
gt = glf = T(2F+1)\ {1}, zvedni hodnotu k o jedna a jdi
na bod @. V opacném pripadé jdi na bod @.

@ Polo? dj, = 2K — 2,
. bl - <aj,:c[k]>
a=mimns ——————————
<aja dk’>

= 2k 4 ady, Jpy = I(zFT1), zvedni hodnotu k o jedna a jdi
na bod @.
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Metoda aktivni mnoziny

Priklad

Reseni dlohy

1
minimalizujte 5 {(1‘1 +1)? + (22 + 1)2}
za podminek  x1 4+ x5 > 2,
I S 2
T2 S 4.

: 1
je bod % <3>
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Dualita v kvadratickém programovani

Tvrzeni (Dualni dloha kvadratického programovnani)
Dualni dloha k dloze (QP) je

1 1
maximalizujte  — 5 (By,y) — (y,v) — 5 <Q_1c, c> } (DOP)
za podminky  y >0,
kde B=AQ 'AT av=AQ 'c+0.
Dikaz: Viz prednaska. |

Véta (O silné dualité pro kvadratické programovani)

Uloha (QP) m4 Feseni pravé tehdy, kdy? (DQP) m4 Feseni. Ma-Ii (QP)
feseni, pak se hodnoty obou tiloh rovnaji.

Dikaz: Vynechavame. |
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