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Úvod do kvadratického programováńı

Úlohy kvadratického programováńı jsou optimalizačńı úlohy, ve kterých je
1 ćılová funkce f je kvadratická, tj.

f(x) = ⟨Qx, x⟩ + ⟨x, c⟩ + d,

kde Q ∈ Mn(R), c ∈ Rn, d ∈ R (bez újmy na obecnosti budeme
p̌redpokládat, že Q je symetrická a d = 0);

2 p̌ŕıpustná množina je konvexńı polyedrická množina.

Úloha kvadratického programováńı neńı obecně konvexńı!
Pokud ale minimalizujeme kvadratickou funkci f , ve které je Q
pozitivně semidefinitńı matice, pak se jedná o konvexńı úlohu.
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Úvod do kvadratického programováńı
V daľśım budeme uvažovat jen úlohu kvadratického programováńı ve tvaru

minimalizujte 1
2 ⟨Qx, x⟩ + ⟨x, c⟩

za podḿınky Ax ≤ b,

 (QP )

kde Q ∈ Mn(R) je pozitivně definitńı, A ∈ Mm,n(R), b ∈ Rm a c ∈ Rn.

Ćılová funkce v (QP) je ryze konvexńı. Úloha tak má nejvýše jedno
řešeńı.
KKT podḿınky

Qx + c + AT µ = 0
⟨Ax − b, µ⟩ = 0

µ ≥ 0

jsou nutné a postačuj́ıćı.
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Metoda aktivńı množiny – motivace

a1, . . . , am ... sloupce matice AT .
M = {x ∈ Rn | Ax ≤ b} ... p̌ŕıpustná množina úlohy (QP ).
Pro x ∈ M označ́ıme symbolem I(x) = {i ∈ {1, . . . , m} | ⟨ai, x⟩ = bi}
indexovou množinu aktivńıch omezeńı.
Pokud bychom znali indexovou množinu aktivńıch omezeńı v bodě x̂
řešeńı úlohy (QP ), pak x̂ snadno zrekonstruujeme z KKT podḿınek.
Bod x̂ by byl řešeńım soustavy

Qx + c +
∑

j∈I(x̂)
µjaj = 0

⟨aj , x⟩ − bj = 0 pro j ∈ I(x̂)
⟨aj , x⟩ − bj < 0 pro j /∈ I(x̂)

µj ≥ 0 pro j ∈ I(x̂)
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Metoda aktivńı množiny – motivace

Idea algoritmu pro řešeńı (QP) spoč́ıvá v řešeńı posloupnosti úloh

minimalizujte 1
2 ⟨Qx, x⟩ + ⟨x, c⟩

za podḿınek ⟨aj , x⟩ = bj pro j ∈ Jk

 (Pk)

s vhodnými indexovými množinami Jk ⊆ {1, . . . , m}.
V daľśım p̌redpokládáme, že {ai | i ∈ Jk} tvǒŕı lineárně nezávislou
množinu.
Bod x̂[k] ∈ Rn je řešeńım úlohy (Pk) právě tehdy, když existuj́ı č́ısla
µj ∈ R, kde j ∈ Jk, splňuj́ıćı

Qx̂[k] + c +
∑
j∈Jk

µjaj = 0

〈
aj , x̂[k]

〉
− bj = 0 pro j ∈ Jk
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Metoda aktivńı množiny – motivace

Př́ıklad

minimalizujte 1
2
[
(x1 − 1)2 + x2

2

]
za podḿınek x1 ≥ 0,

x2 ≥ 0.

1 Položme x[0] =
(

0
1

)
a J0 = I(x[0]) = {1}.

2 Řešeńı úlohy (P0) je x̂[0] =
(

0
0

)
∈ M . Tomuto bodu odpov́ıdá

µ1 < 0. Proto polož́ıme x[1] = x̂[0] a J1 = I(x[1]) \ {1} = {2}.

3 Řešeńı úlohy (P1) je x̂[1] =
(

1
0

)
. Bod x̂[1] je řešeńım zadané úlohy.
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Metoda aktivńı množiny – motivace

Př́ıklad

minimalizujte 1
2
[
(x1 + 1)2 + (x2 + 1)2

]
za podḿınek x1 ≥ 0,

x2 ≥ 0.

1 Položme x[0] :=
(

3
1

)
a J0 := I(x[0]) = ∅.

2 Řešeńı úlohy (P0) je x̂[0] =
(

−1
−1

)
/∈ M . At’ d0 = x̂[0] − x[0] a

α = min

−

〈
a1, x[0]

〉
⟨a1, d0⟩

, −

〈
a2, x[0]

〉
⟨a2, d0⟩

 = 1
2 .

Položme x[1] = x[0] + αd0 =
(

1
0

)
∈ M a J1 = I(x[1]) = {2}.
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Metoda aktivńı množiny – motivace

Př́ıklad (pokračováńı)

3 Řešeńı úlohy (P1) je x̂[1] =
(

−1
0

)
/∈ M . At’ d1 = x̂[1] − x[1] a

α = −

〈
a1, x[1]

〉
⟨a1, d1⟩

= 1
2 .

Potom x[2] = x[1] + αd1 =
(

0
0

)
∈ M je řešeńı zadané úlohy.
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Metoda aktivńı množiny

Algoritmus
1 Zvol x[0] ∈ M , polož J0 = I(x[0]) a k = 0.
2 Urči řešeńı x̂[k] úlohy (Pk) a multiplikátory µj , kde j ∈ Jk.
3 Je-li x̂[k] ∈ M a µj ≥ 0 pro každé j ∈ Jk, pak x̂[k] je řešeńı úlohy a

algoritmus konč́ı. V opačném p̌ŕıpadě jdi na bod 4 .
4 Je-li x̂[k] ∈ M a existuje l ∈ Jk tak, že µl < 0, pak polož

x[k+1] = x̂[k], Jk+1 = I(x[k+1]) \ {l}, zvedni hodnotu k o jedna a jdi
na bod 2 . V opačném p̌ŕıpadě jdi na bod 5 .

5 Polož dk = x̂[k] − x[k],

α = min

bi −
〈
aj , x[k]

〉
⟨aj , dk⟩

∣∣∣∣∣∣ j /∈ Jk, ⟨aj , dk⟩ > 0

 ,

xk+1 = xk + αdk, Jk+1 = I(x[k+1]), zvedni hodnotu k o jedna a jdi
na bod 2 .
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Metoda aktivńı množiny

Př́ıklad
Řešeńı úlohy

minimalizujte 1
2
[
(x1 + 1)2 + (x2 + 1)2

]
za podḿınek x1 + x2 ≥ 2,

x1 ≤ 2
x2 ≤ 4.

je bod 1
2

(
1
3

)
.
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Dualita v kvadratickém programováńı

Tvrzeńı (Duálńı úloha kvadratického programovnáńı)
Duálńı úloha k úloze (QP) je

maximalizujte − 1
2 ⟨By, y⟩ − ⟨y, v⟩ − 1

2
〈
Q−1c, c

〉
za podḿınky y ≥ 0,

 (DQP )

kde B = AQ−1AT a v = AQ−1c + b.

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■

Věta (O silné dualitě pro kvadratické programováńı)

Úloha (QP) má řešeńı právě tehdy, když (DQP) má řešeńı. Má-li (QP)
řešeńı, pak se hodnoty obou úloh rovnaj́ı.

Důkaz: Vynecháváme. ■
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