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Newtonova metoda v jednorozmérné optimalizaci

Je déna rovnice g(x) = 0, kde g € C'(R). Necht xy € R. PoloZme

9(w)
g (zr)’

Ty1 = Tk —

k € Ng.

"y = g/ (z0) (= — 70) + g(w0)

e Predpokldddme, Ze ¢'(xy) # 0 pro kazdé k € N.
@ Pokud z( je dostatetn& blizko ¥edeni & rovnice g(x) = 0, pak z; — &.
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Newtonova metoda v jednorozmérné optimalizaci

Je dédna funkce f € C?(R). Hledejme stacionarni body funkce f, tj. fe¥me
rovnici f’(xz) = 0. Z Newtonovy metody pro ¥eZeni rovnic plyne, Ze

f'(xr)

Tkl = Tk — F(zr)

Lk

Algoritmus
@ Zvolime ¢ > 0 a zg € R. PoloZzime k = 0.
@ Vypotitame f'(zx) a f"(xg).
@ Je-li |f'(z1)| < e, pak algoritmus kon&i a z, je hledand aproximace

stacionarniho bodu. V opa¢ném p¥ipadé pfejdeme na dalsi krok.
@ PoloZime

et — @ — f'(zy)
+ f”(xk;)’

(nutno zkontrolovat, e f”(xy) # 0) hodnotu k zvy$ime o 1 a jdeme
na krok @.
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Newtonova metoda v jednorozmérné optimalizaci

@ Pro kvadratickou funkci dostaneme FeSeni v jediném kroku.

Priklad
Je dana funkce f(z) = 2? — 422 + 2.
f(z)
EVAANE
VARV
@ Zvolime-li g = % pak 1 = —%, T ~ 0,085, x3 ~ —6 - 1077, ...
@ Zvolime-li zg =1, pak 1 =2, 29 = %, T3~ 1,442, ...
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Nepodminénd optimalizace

V daldim se omezime na minimalizaéni dlohy.

Chceme nalézt alespofi pfiblizn& bod minima (alespoii lokdlniho) funkce
f:R*"—=R.

Postup:

@ Zvolime g a konstruujeme posloupnost, jejiz ¢leny jsou dény
Tyl = Tg + agdy,

kde a, > 0 je délka k-tého kroku a dj € R" je smér k-tého kroku.
@ Vhodnou volbou délky kroku a smé&ru se snazime dosdhnout toho, aby
f(@p41) < f(@).
Otézky:
o Jak volit xg, ay a d, aby (Cﬂk)iozo konvergovalo k bodu minima
(alesporii lokalniho)?

o Jak volit pravidlo pro zastaveni algoritmu?
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Nepodminénd optimalizace — Metoda nejvétsiho spadu

V metod& nejvétsiho spadu predpokladddme, ze f € C1(R").
Volba sméru dj:

@ Chceme, aby f(xp4+1) < f(xk), a proto za smér dj, budeme volit smér
poklesu, tj. prvek z D(f;xy).

o Konkrétné volme dj, = —V f(xy).
o Jestlize Vf(xx) # 0, pak di, € Do(f;x) C D(f;xk).

@ Smér dp = —V f(x) je smér nejv&tsiho poklesu v bodé zy.
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Nepodminénd optimalizace — Metoda nejvétsiho spadu

Jak volit délku kroku ay,?
@ Pevna volba kroku aj = a pro kazdé k € Ny. P¥ilis velké o miiZze
zkazit konvergenci.
(Jeli f(z) = 3 ||z, a =11 a 2o = (1,1)7, pak
= ((~10), (=10)%)T.)
o ay € argmin,g f(zr — aV f(xy)).
Priklad
At f(z) = 2 (Qz,z) + (2,¢), kde @ € M,(R) je pozitivné definitni matice
a c € R™. Pak
IV f () || .
ag = € argmin f(zr — oV f(zy)).
(@QVf(zk), VI(zk)) ~ a>o0 ( o)
Kritérium zastaveni:
o [[Vf(xp)]l <e.
e Dalsi moznosti jsou ||z — x| < e,
@ Mozna je i kombinace vice kritérii.
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Nepodminénd optimalizace — Metoda nejvétsiho spadu

Algoritmus
@ Zvolme x5 € R", € > 0. Polozme k£ = 0.

@ Jeli |[Vf(zy)| < e, pak algoritmus kon&i a zj, je hledand aproximace.
V opa¢ném pFipadé prejdeme na dalsi krok.

@ Polozime dj, = —V f(xy).

Q Nalezneme aj € argmin,sq f(zx — aV f(zy)).

@ Polozime xpy1 = xp — aV f(xg). Zvysime hodnotu k o 1 a jdeme na
krok @.

Pro uvedenou verzi algoritmu plati:
o (zp11 — o) L (Tyo — zx+1) (diky volb& délky kroku pomoci
minimaliza&ni dlohy).
@ Za vhodnych pfedpokladli metoda konverguje ke stacionarnimu bodu.

@ V blizkosti stacionarniho bodu konverguje pomalu (,zig-zag efekt").
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Nepodminénd optimalizace — Metoda nejvétsiho spadu

Priklad
Je dana funkce
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Nepodminénd optimalizace — Newtonova metoda

Zobecnéni jednorozm&rného p¥ipadu. Pozadavek f € C%(R").
o Smér v k-tém kroku je di, = —[V2f(zx)] "tV f(zk).
o Je dj, skuteZn& smé&r poklesu? Jestlize Vf(zy) # 0 a V2f(x) je
pozitivné& definitni, pak ano (dokonce dy € Dy(f;xk)).
o Délka kroku a4, = 1.

Priklad

At f(x, y)—x + 2 + zy?. Je-li

(zo,y0)T = (1,1)T, pak
(z1,91)" = (0,5)7, (z2,42)" = (5,

e
fﬁ)
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Podminénd optimalizace — Metoda projekce gradientu

@ Metoda nevétsiho spadu ,pfimolate” zobecnénd do podminéné
optimalizace.

e Predpoklady: f € C'(R") a C C R™ je neprazdnd, uzaviena a
konvexn.

@ Nulovost gradientu jiZz neni vhodnym kritériem pro zastaveni.

Algoritmus
Q@ Zvolme xyp € C a e > 0. Polozme k£ = 0.
@ Vypolteme dy, = —V f(xy).
© Nalezneme oy, € argmin,~ f(2r — aV f(zy)).
Q@ PoloZzime xy 41 = Po (z, — o,V f(xy)).

Q Je-li |f(xgps1) — f(xk)| < €, pak algoritmus kon&i a xj, je hledana
aproximace. V opacném pfipadé zvySime hodnotu k£ o 1 a jdeme na
krok @.
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Podminénd optimalizace — Metoda projekce gradientu
Ptiklad

At f(x,y) :x+%y2 -2y, C = {(z,y)" ERﬂx > 1} a
(z0,90) = (1,0)T. Volme o = 1. Pak

()= )
()= ()
()= ()

Lze ukazat, Zze pro k € N je (xk) = ! k
| ) T2 (- D))
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Podminéna optimalizace — Metoda penalizaénich funkci

Necht f,91,...,9m € C*(R") a je d4na dloha
minimalizujte  f(x)

za podminek  ¢1(z) <0,
(U)

gm(z) <0.

@ Chceme nahradit (U) dlohami nepodmin&né optimalizace.
o p(z) =Y, [max{0, g;(z)}]?. .. penalizaéni funkce.

Algoritmus
@ Zvolmee >0, cg>0aa>1. PoloZzme k = 0.
@ Nalezn&éme bod minima zj, funkce f(z) + cxp(z) na R™.
@ Je-li cpp(zy) < g, pak algoritmus kon&i a xy je hledand aproximace.
V opaéném pfipadé polozime ci 1 = acg, zvysime hodnotu ko 1 a
jdeme na krok @.
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Podminéna optimalizace — Metoda penalizaénich funkci

Priklad
Je déna funkce f(x) = (z+ 1) a M = {z € R|x > 0}. Pak

p(x) = max{0, —x}>.

=

Volme € = 15, co = 1, a = 10.

0
o 1o = —%. Protoze cop(x) = % > ¢, poloZzime ¢; = acp = 10 a jdeme
na dal3i iteraci.
0 1 = —ﬁ. Protoze cip(x1) < % < ¢ algoritmus kondi.
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