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Uvod do teorie her

@ Vice subjektl v rozhodovacim procesu.

@ Rozhodnuti kaZdého z nich miZe ovlivnit vysledek ostatnich.

Aplikace:

@ Bezdratové sité
Umél3 inteligence
Kryptografie

Ekonomie

Biologie

Zakladni déleni her:
@ strategické x extenzivn{

@ kooperativni X nekooperativni
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Uvod do teorie her

Definice

Strategicka hra s n € N hradi je trojice

G = (N, (Si)ir, (ui)iz1) »
kde
e N ={1,...,n} je kone¢nd mnozina hraci,
@ 5; je neprazdnd mnoZzina strategii ¢-tého hrace,

@ u;: 51 X -+ xS, = R je funkce uzitku (vyplatni funkce) i-tého
hrace.

Terminologie a znadeni:
@ Prvek z §; ...strategie i-tého hrace.
@ Prvek z §:= 51 x .-+ xS, ...strategicky profil.
e S ...mnozina strategickych profili.
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Ptiklady strategickych her

P¥iklad (Véziovo dilema)

Hra je dana tabulkou:

P Z
P|-5-5]|0;-10
Z | —10;0 | —1; -1
P¥iklad (Panna nebo orel)
Hra je dana tabulkou:
P 0]
P | 10;—-10 | —10;10
O | —10;10 | 10; —10
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Ptiklady strategickych her

P¥iklad (Manzelsky spor)

Hra je dana tabulkou:

D H
D 23| —-1;-1
H | 00| 3;2

P¥iklad (Kamen-nuzky-papir)

Hra je dana tabulkou:

K N P

K| 00 |1;-1|-1;1

N|-1;1] 0;0 |1;-1

P|1;—-1|-1;1| 0;0
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Ptiklady strategickych her

Ptiklad (Cournotiiv model oligopolu)

N ={1,...,n} aS; =10,00) pro kazdé i € N.

q; € S; ... mnoZstvi vyrobeného zboZi i-tou firmou.

P(> ;en @) - - -cena jednotkového mnoZstvi vyrobku na trhu.
Ci(gi) ...ndklady i-té firmy na vyrobu mnoZstvi g;.

uwi(qi, - qn) = P(3 ;en )0 — Ci(qi) - . . funkce uZitku i-té firmy.

v
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Nashova rovnovaha

T

o Jaky je ,raciondlni* strategicky profil hry?

@ Budeme hledat takovy strategicky profil, kde Zadny hra¢ neziska
vyhodu pouze zménou své strategie.

Definice
Necht G = (N, (Si)™1, (u;)!_,) je strategickd hra. Strategicky profil
6= (61,...,0,) € S se nazve Nashovo equilibrium hry G, jestlize pro

kazdé i € N a kazdé o; € S; je

N A

Wi(01, .5 0n) > Ui (01, .., 51,04, i1, -+, 0p)

V p¥ipadé her dvou hra&i definice Nashova equilibria ¥ika, Ze
(4 ] ul(ﬁl,&g) > 'LL1(O’1,(§'2) pro kazdé o1 € 51;

Q 1@(5’1,62) > 1@(&1,02) pro kazdé o9 € So.
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Nashova rovnovaha

Ptiklad (Véziiovo dilema)

P Z
P|-5-5]|0;-10
Z | —10;0 | —1; -1

Jedinym Nashovym equilibriem je strategicky profil (P, P).

P¥iklad (Panna nebo orel)

P 0]
P [10;—10 | —10;10
O | —10;10 | 10;—10
V této hte neexistuje Nashovo equilibrium.
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Nashova rovnovaha

P¥iklad (Manzelsky spor)

D H
D|2;3]|—-1;—-1
H | 00| 3;2

Strategické profily (D, D) a (H, H) jsou jedind Nashova equilibria v této

h¥e.

@ Nashovo equilibrium nevede k ,,maximalizaci zisku“, ale k rovnovaze.

@ Jak jsme vidéli na p¥ikladech, Nashovo equilibrium nemusi byt uréeno

jednoznaéné, dokonce ani nemusi existovat.
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Nashova rovnovaha

Tvrzeni
Necht G = (N, (S;)_y, (u;)"_,) je strategickd hra a 6 € S. Pak
nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

© 4 je Nashovo equilibrium.

@ Pro kazdéi € N je

G; € argmaxui(&l, e, 01,04, &Hl, e ,5‘”)
0, ES;
Diikaz: Plyne pfimo z definice Nashova equilibria. |
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Nashova rovnovaha

P¥iklad (Cournotiiv model oligopolu)
At
N = {1,2} (tj. uvaZujeme model duopolu) a S; = Sz = [0, c0).
Ci(q1) = cq1 a Ca(q2) = cqa, kde ¢ > 0.
Plg1+q)=a—b(q1+q2), kdea>cab>0.
ur(q1,q2) = [a = b(q1 + g2)lg1 —cq1 a
u2(q1,q2) = [a — b(q1 + g2)]g2 — cqa.
Jediné Nashovo equilibrium je (q1,G2) = (%S, %) a
AAN A A (a—c)?
ur (g1, G2) = u2(qi, g2) = g5

Srovnejme tento vysledek s modelem monopolu. Funkce uZitku
u(q) = q(a — ¢ —bq), ¢ € [0,00), md jediny bod maxima ¢ = %5° a

~ (a—c)Z.

u(‘]) =5
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Hry dvou hraci s nulovym souctem

Definice

Hra dvou hracia s nulovym souétem je strategickd hra

G = ({1,2}, (51, 52), (u1,u2))

takova, Ze pro kazdé (o1,09) € S1 x S je

ui(o1,02) + uz(o1,02) = 0.

Hra¢i maji zcela opaéné zajmy.

Sta&i zadat jen jednu funkci uZitku, nebot u; = —us.
Je zbyte¢né uvad&t mnoZinu {1,2} vsech hra&a.
Zjednodusené znaleni hry dvou hraéi:

G = (‘917527u)7

kde u = uy.
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Hry dvou hraci s nulovym souctem

Definice
At G = (51, Sa,u) je hra dvou hrd&i s nulovym souttem.
© Dolni cena hry G je &islo

v := sup inf u(o,7).

o€S TES2
@ Horni cena hry G je &islo
v:= inf sup u(o, 7).
TE€ES2 g5y

© Rekneme, 7e v € R je cena hry G, jestlize v

@ \

@ Prvni hra¢ nemuize ,ziskat" méné& nez v.
@ Druhy hra¢ nemfiize ,prohrat” vice nez
o Plativ <7w
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Hry dvou hraci s nulovym souctem

Definice

et' G = (51, S2,u) je hra dvou hrd&l s nulovym souttem a v je jeji cena.
Rekneme, Ze
Q 6 € 51 je optimdlni strategie prvniho hrace, jestlize
v =inf eg, u(d,7);
@ 7 € 55 je optimalni strategie druhého hrace, jestlize
v = SUp,eg, U(0, 7).

Pf¥iklad
Hra G je dana tabulkou:

All;,-112;-2
B3 3[4 4
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Hry dvou hraci s nulovym souctem

Ptiklad (Pokratovani)

G je hra dvou hraci s nulovym souétem, a proto stadi zadat tabulku:

C D
A 1 2
Bl 3 4

Tedy G = (Sl,Sg,u), kde Sl = {A,B}, SQ = {C,D}, U(A, C) =1,
u(A,D) =2, u(B,C) =3 au(B,D) =4.
Plati:

ev=v=0v=23

@ optimalni strategie 1. hrice je B;

@ optimalni strategie 2. hrace je C.
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Hry dvou hraci s nulovym souctem

Ptiklad (Panna nebo orel)

G je hra dvou hra¢i s nulovym souctem, a proto stadi zadat tabulku:

P O
P 10 —10
O| —10 10
Plati
e v=-—10;
e v=10;

@ v neexistuje;

@ optimalni strategie prvniho a druhého hrade neexistuji.
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Hry dvou hraci s nulovym souctem

Priklad
UvaZzme hru G = (51, S2,u) dvou hraca s nulovym sou&tem, kde
S1=52=(0,1) au(o,7) =0T.
Plati:
ev=v=v=0;
@ optimalni strategie prvniho hrace je kaZda strategie z 5.

@ optimalni strategie druhého hraée neexistuje.

Tvrzeni

At G = (S1, Sa,u) je hra dvou hrd&i s nulovym souétem takovd, Ze Sy a
Sy jsou kone&né. JestliZe existuje cena hry G, pak existuje optimalni
strategie prvniho a také druhého hrace.

v

Diikaz: Viz prednaska. |
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Hry dvou hraci s nulovym souctem

Jaky je vztah Nashova equilibria a strategického profilu slozeného z
optimdlnich strategii?

Definice

Necht f: M x N — R. Rekneme, %e (&,7) € M x N je sedlovy bod
funkce f, jestlize pro kaZzdé x € M a kazdé y € N je

flx,g) < f(&,9) < f(2,y)

Sedlovy bod z pfedchozi definice se pFesnéji nazyva sedlovy bod typu
maxmin.

Tvrzeni

At G = (S1, Sa,u) je hra dvou hrd&i s nulovym souétem a
(6,7) € S1 X Sy. Potom (6,7) je Nashovo equilibrium hry G pravé tehdy,
kdyZ (6,7) je sedlovy bod funkce w.

Dikaz: Viz prednaska. |
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Hry dvou hraci s nulovym souctem

Véta (O Nashové equilibriu a optimalnich strategii)
Necht G = (S1, So,u) je hra dvou hrd&i s nulovym sou&tem
Q Jeli (6,7) € S1 x Sy Nashovo equilibrium hry G, pak v = u(6,7) je
cena hry G, & je optimalni strategie prvniho hrace a 7 je optimdini
strategie druhého hrace.
@ Jestlize v je cena hry G, & je optimalni strategie prvniho hrace a 7 je
optimdlini strategie druhého hrice, pak v = u(6,7) a (6,7) je
Nashovo equilibrium.

Diikaz: Viz prednaska. |
Z predchozi v&ty plyne, Ze jsou-li (61,71) a (62, 72) Nashova equilibria, pak
také (61,72) a (02,71) jsou Nashova equilibria a

u(o1,71) = u(61,72) = u(d2,71) = u(d2,72). Toto neplati pro obecné hry
dvou hrac¢i (viz nap¥. Manzelsky spor).
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Hry dvou hraci s nulovym souctem

Priklad
Hra G dvou hracd s nulovym souctem je dana tabulkou:

T1 T2 T3 T4
o1 2 | 3] 2 |2
g9 | — 215 2 0
oo O |1 ]-2|3

Quv=v=2
@ Optimalni strategie prvniho hrace je o1.
© Optimalni strategie druhého hrace jsou 71 a 73.

@ Nashova ekvilibria jsou (01, 71) a (o1,73).
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Smisené strategie

@ Chceme vybirat strategie s urlitou pravdépodobnosti.

@ Omezime se na tzv. kone€né hry.

Definice

Necht G' = (N, (Si)™,, (u;),) je strategicka hra. Rekneme, %e G je
koneénd, jestlize pro kazdé i € N je S; kone¢nd mnoZina.

@ Mezi konetné hry patfi Véziiovo dilema, Manzelsky spor,. ..
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Smisené strategie

Definice

Necht G = (N, (i)™, (u;)!_;) je kone&na strategicka hra
N ={1,...,n} apro kazdé i € N je S; = {o},...,0}, }. SmiSené
rozsieni hry G je strategickd hra G = (N, (AS;)™,, (U;)™,), kde pro
kazdé i € N je
o AS; = {x eRY DT x5 = 1} mnoZina viech smiSenych
strategii (loterii) nad S;,

o U; : ASy x --- x AS, — R je dand predpisem
Ui(p, .. p") = 25 2 wi(o,s o 03 )pj, - D

o Prvek o} ztotoZiiujeme s prvkem v R''", ktery ma na k-té pozici
jedni€ku a v8ude jinde nuly.

o Prvky z AS;, které maji na jedné pozici jedni¢ku a na ostatnich nulu
nazyvame Cisté strategie.
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Smisené strategie

Ptiklad (Panna nebo orel)

P¥ipomefime, Ze tato hra G (dvou hra&i s nulovym sou&tem) je ddna

tabulkou:
P 0]

P| 10 —10
O| —-10 10

e MnotZiny strategii jsou S; = S2 = {P, O} a funkce uZitku jsou uy, us
(kde Uy = —U1).

@ Oznatme o1 = P,09 = O strategie prvniho hrd¢e a 7y = P, = O
strategie druhého hrace.

@ Prope AS; age ASs je

Ui(p,q) = 10p1g1 — 10p1g2 — 10p2q1 + 10pago.

@ ProtoZze ug = —uy, je Us = —Uj.
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Smisené strategie

P¥iklad (Panna nebo orel — pokratovani)
@ Smi%ené rozsiteni hry G je hra G = (AS1, ASs, Uy).
e PoloZime-lipy =xaq =y, pakz,y € [0,1],po=1—-zaqgp=1-—y.
@ Misto funkce U; tak miiZeme uvaZovat jen funkci

U(z,y) = 10(dzy — 22 — 2y + 1).

e Misto G miizeme ekvivalentn& vysetfovat hru T = ([0, 1], [0, 1], U).
e Existuje Nashovo equilibrium hry T' (a odtud hry G)?
@ Cena hry I" je v = 0, optimalni strategie prvniho hrite je x = % a

optimalni strategie druhého hrade je y = %

@ Nashovo equilibrium hry T" je proto (%, %)

<% G) . G)) je Nashovo equilibrium hry G.
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Smisené strategie

Véta (Nashova véta)

SmiSené rozsi¥eni konecné strategické hry ma nejméné jedno Nashovo
equilibrium.

Duikaz: Vynechavame. n
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