Uvod
Zadani

1. Banka nabizi dva investicni produkty. Oc¢ekdvany mési¢ni vynos prvniho in-
vesticniho produktu (v tis. K¢) pii investici z (v tis. K¢) je 125z a ocekdvany
meésicni vynos druhého investiéniho produktu (v tis. K¢) pii investici (v tis.
Ke¢) je —50- Jakym zpusobem méd investor rozdeélit castku ¢ = 100000K¢ mezi
uvedené dva investicni produkty tak, aby celkovy ocekavany mésiéni vynos byl
co nejvetsi?

2. Ve firmé potiebuji nalézt rozméry oteviené krabice (tj. krabice bez horni stény)
se ¢tvercovou podstavou o objemu 10 dm?® tak, aby obsah plochy jejtho plaste
byl co nejmensi. Formulujte odpovidajici optimalizacni tilohu za predpokladu,
ze krabice je vyrobena z materidlu, jehoz tloustka je zanedbatelnd. Tuto tlohu
poté vyteste.

3. V tovarné vyrabéji zbozi ruznych druhu. Oznacme je Xi,...,X,. Na jejich
vyrobu pottebuji materialy Yi,...,Y,,. Na skladé maji k dispozici mnozstvi
b; materialu Y; a na trhu ho nakupuji za cenu ;. Na vyrobu jednotkového
mnozstvi zbozi X; potfebuji mnozstvi a;; materialu Y;. Jednotkové mnozstvi
vyrobku X; prodévaji za cenu o;. Formulujte optimaliza¢ni tlohu problému
nastaveni mnozstvi vyroby jednotlivych druht produkti (predpokladejte, ze
hledand mnozstvi nemusi byt celo¢iselnd) tak, aby celkovy zisk z jejich prodeje
byl co nejvétsi.

4. VR" jsou ddny mnoziny boda A = {ay,...,ar}a B = {by,...,b}. At w € R™\
{0} a A € R. Piedpoklddejme, ze H je nadrovina o rovnici (z, w)+\ = 0, H; je
nadrovina o rovnici (z,w)+ A = 1 a Hy je nadrovina o rovnici (x,w)+ A = —1.

(a) Ukazte, ze vzdédlenost mezi nadrovinami H; a Hj je ﬁ Déle ukazte, ze

m je vzdalenost H od H; a také vzdédlenost H od Hj.

(b) Interpretujte optimaliza¢ni tilohu

2
maximalizujte g(w,\) = —
[[]]
za podminek (a;,w) + A > 1 pro véechna i =1,... k,

(bj,w) + A < —1 pro vSechna j =1,...,1l.

(¢) Ukaite, ze (1, \) je feSenim tlohy z predchoziho bodu pravé tehdy, kdyz
je fesenim tlohy (kvadratického programovéni) ve tvaru

1
minimalizujte h(w, \) = - | wl?

za podminek (a;,w) + A > 1 pro vSechna i =1,... k,
(bj,w) + A < —1 pro vSechna j =1,...,L.

5. V roviné jsou dany body P = (0,0)T a Q = (1,1).



(a) Formulujte optimaliza¢ni tilohu problému nalezeni nejkratsi spojnice bodu
P a @. Spojnici rozumime kiivku danou grafem spojité diferencovatelné
funkce f:[0,1] — R.

(b) Naleznéte fesen tilohy z piedchoziho bodu. !

6. V roviné jsou dény body P = (—1,0)T a Q = (1,0)T. Af L je tsecka s krajnimi
body P a Q.

(a) Formulujte optimaliza¢ni ulohu problému nalezeni spojité diferencova-
telné funkce y : [—1,1] — R, jejiz graf ma koncové body P a @, délku
[ = 3, lezi v horni poloroviné a spolu s useckou L ohranicuje cast roviny
o nejvétsim obsahu.

(b) At (zo,z1, ..., 1) je ekvidistantni délenf intervalu [—1, 1] (tj. z; = 1§, kde
0= %) Vyuzitim tohoto déleni k aproximaci integralu pomoci koneéné
sumy a derivace pomoci diferenci naleznéte optimalizacni ilohu v RF!,
jejiz feseni aproximuje feSeni ulohy z predchoziho bodu.

7. At ¢ : X =Y je bijekce, D; C X, D, CY, o(Dy) C D,y M C Dy aie M.
Piedpoklddejme, Ze funkce f : Dy = Ra g : D, — R splauji f = go ¢.
Ukazte, ze & € argmin, ¢, f(z) praveé tehdy, kdyz ¢(2) € argmin,c, ) 9(y)-

8. Uvazme linedrni prostor S* = {4 € M, (R) ‘ AT = A} redlnych symetrickych
n x n matic se skaldarnim soucinem (A, B)g, = Tr(AB).

(a) Ukazte, ze ((é 8> ,\% <(1) (1)> : <8 (1))) je ortonormdln{ baze na S2.

(b) Ukazte, ze zobrazeni
a b 2 - 3
vily & cS*— V2| €R
c

je izomorfizmus linedrnfho prostoru S? na R? zachovavajici skaldrni soucin
(tj.(A, B)s, = (¢(A), ¢(B)) pro vsechna A, B € $? kde (., .) je standardni
skaldrni soucin na R3).

(c) Zobecnéte vysledky bodu (a) a (b) do prostoru S™. Tj. naleznéte orto-

normaln{ bazi prostoru S” a izomorfizmus linedrntho prostoru S™ na R¥
(pro vhodné k € N) zachovavajici skaldrni soucin.

(d) At S2 je mnozina vsech redlnych symetrickych 2 x 2 matic, které jsou
navic pozitivné semidefinitni. Ukazte, ze jestlize ¢ je zobrazeni z bodu

(b), pak ©(S2) = {(z,y,2)" € R*|z >0,z > 0,22z —y*> > 0}.
IN4povéda: Ukaite, ze g(t) = t, t € [0,1], je feSenim tilohy. Vyuzijte piitom toho, Ze pro dvé
spojité funkce fi a f2 na intervalu [0, 1] je fol(fl(t),fg(t))T dt := (fol f1(t)de, fab fa(t) dt)T a plat{
fol(fl (t),fz(t))TdtH < fol |(f1(t), f2(8))7|| dt. K ditkazu jednoznacnosti pak lze vyuzit tvrzeni,

ze rovnost v uvedené ,trojuhelnikové nerovnosti pro integraly“ nastava praveé tehdy, kdyz existuje
spojitd funkce A : [0,1] — R takova, ze (f1(t), f2(¢))T = A(t) fol(fl(t), fa(t)T dt.




9.

10.

11.

Je dana tuloha

minimalizujte (X, A)
za podminek (X, 1)g = 2,
X eS?,

11 0 1
vSech jejich TfeSeni a mnozinou vSech feSeni ulohy

kde A = (3 1) al= (1 0). Ukazte?, Ze existuje bikejce mezi mnozinou

minimalizujte 3x; 4+ 2z9 + x3
za podminek x, + x3 = 2,
T1T3 — x% Z O)

Ty, X3 > 0.

Je dana tloha

minimalizujte (X, A)g.
za podminek (X, B)g =0,
<X7 1>S2 = 17
X e S,
(2 0 (0 1 (10 I
kde A = (O _1), B = (1 O) al= <O 1). Ukazte’, ze existuje bikejce

mezi mnozinou vsech jejich feSeni a mnozinou vsech feseni tlohy

minimalizujte 2x — y
za podminek x4y =1,
x,y > 0.

Urcete definitnost matice A, jestlize

(a) A=(9 6);

D
S

15 3 2
by A=(3 1 0};
2 01
42 2
) A=]2 1 1];
2 10
321
d A={2 1 1};
110

2Népovéda: vyuzijte vysledki 7. a 8. piikladu.
3Napovéda: vyuzijte vysledkii 7. a 8. piikladu.



12. At A € M,,(R).

(a) Ukazte, ze (Az,y) = (x, ATy) pro vSechna z,y € R™.
(b) Ukazte, Ze existuji matice B,C € M, (R) takové, ze BT = B, CT = —C

a A= B+ C. Jsou matice B a C' urceny jednozna¢né?
(c) Ukazte, ze existuje symetrickd matice B € M,,(R) takova, ze (Ax,x) =
(Bz, ).
13. Naleznéte V f(z) a V2 f(x), jestlize

(a) f(x) = (z,c), kde c € R";

(b) f(z) = (Az,z), kde A € M, (R). Urcete také Vf(z) a V2f(x) za do-
datecného predpokladu, ze A je symetricka matice.



Vysledky

1.
. lizuit T 4 Yy
maximalizujte
P 25 Ty 450
za podminek x + y = 100,
z,y 2 0.
Jediné feseni ulohy je x = 25 a y = 75.
2.
minimalizujte 2 4 4xy
za podminek z?y = 10,
z,y 2 0.
Jediné TeSeni tlohy je z = v20 a y = </§
3.

maximalizujte Z (Uj — Z aij%‘) Zj

j=1 i=1

za podminek Z a;jx; < b; prokazdéi=1,...,m,
j=1
x; > 0 prokazdé j =1,...,n.

4. (b) Jedna se o tlohu nalezeni w a A tak, aby byla vzdélenost mezi Hy a Ho
byla co nejvétsi za podminky, Ze poloprostor urceny nadrovinou H; a obsa-
hujici mnozinu A je disjunktni s poloprostorem uréenym nadrovinou Hs; a

obsahujicim mnozinu B.

5. (a)

1
minimalizujte / V1 (f'(t)2de
0

za podminek f(0) =0,
f1) =1,

f:]0,1] — R je spojité diferencovatelna.

(b) Jediné teseni ulohy je g(t) =t, t € [0, 1].



1
maximalizujte / y(x)de
-1

1
za podminek / V1+y(x)?de =3,
-1
y(x) > 0 pro vsechna z € [—1,1],

y(=1) =y(1) =0,
y: [—1,1] = R je spojité diferencovatelna.

(b) At y; = f(x;) pro vSechna [ = 0,1,...,n. Pak hledan4 tloha je

maximalizujte Z Y0
=1

za podminek Z V02 + (g —yi1)? = 3,

Yo = Yn =0,
y; >0 provsechnal=0,1,....,n

8. (¢) At E;; je matice, jejiz koeficient v i-tém radku a j-tém sloupci je 1 a véechny
ostatni koeficienty jsou nulové. Ortonormélni baze je naptiklad posloupnost
(B11, Bia, Baz, Bz, Bag, Bss, ..., Bin, ..., Bnn), kde By = Ej; pro 1 <i <n a

B;; = \%(Ew + Ej;), kde 1 <7 < j < n. Hledany izomorfismus mezi S" a R,

kde k = "% je napifklad

@ (SZ])’L] 1,..n € S = (Slla\/_312a3227\/_3137\/_32373337-"a\/éslna---vsnn)~

.....

11. (a) pozitivné semidefinitni;

(c) indefinitni;
(d
(e

(f) pozitivné semidefinitni.

) indefinitni;
)

(a)
(b) pozitivné definitnf;
)
negativné semidefinitni;
(

13. flx) =
f(x) = (A+ AT)x a V2f(x) = A+ AT. Pokud je navic A symetrickd,
\Y

pak Vf(z) =24z a V2f(z) = 2A.

)
a)
)

v
(b) V



