Konvexni mnoziny

Zadani

1. At 2,y € R™ jsou dva ruzné body. Z definice ukazte, Ze piimka
L={ax+(1—-a)y|lacR}
prochézejici témito body je konvexni mnozina.

2. Ukazte, ze mnozina C' C R™ je konvexni mnohostén a navic tento mnohostén
nacrtnéte v pripadé n = 2, jestlize

(a) C={zeR"[3L, |=| <1}

3. At O}, Cy jsou konvexni mnoziny v R" a o € R. Ukazte, Ze

(a) C1+ Cy={z+yl|x e Cy,y € Cy} je konvexni mnozina;
(b) aC) = {az |z € C1} je konvexni mnozina.

4. Napiste konvexni obal mnoziny M = {(0,0)7,(0,2)7,(1,1)T,(2,1)T} jako
prunik t#{ polorovin.
5. Necht M a N jsou dvé mnoziny v R". Ukaite, ze
(a) M C conv (M);
(b) jestlize M C N, potom conv (M) C conv (N);
(¢) conv (conv (M)) = conv (M);
(d) conv (M + N) = conv (M) + conv (N).

6. Necht M a N jsou dvé mnoziny v R™. Ukazte, Ze
conv (M N N) C conv (M) Nconv (N).
Je conv (M N N) = conv (M) Nconv (N)? Pokud ne, naleznéte protipiiklad.

7. Naleznéte conv ({(1,1)7,(1,2)T}) + conv ({(2,1)7,(3,2)"}). Nakreslete tuto
mnozinu v roviné a popiste ji jako prunik nejvyse ctyt polorovin.

8. Je ddna matice A € M, ,(R). At L = {Axz |z € R"}.

(a) Ukazte, Ze A méa linedrné nezdvislé sloupce pravé tehdy, kdyz AT A je
invertibilni.

(b) Ukazte, ze ma-li A linedrné nezdvislé sloupce, pak Pr(z) = A(ATA)~1 ATz
pro vSechna x € R”.

(c) Ukazte, ze ma-li matice A sloupce ay, . . . a,, které jsou nenulové a vzajemné

ortogonalni, pak

Pr(e) =Y <x’0|‘,2>
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Necht y € R"\ {0}, b€ R a C = {z € R"|(z,y) = b}. Ukazte, ze

<ZE, y) —b
—y.
ly[I*

Po(z) =x —

At C = R". Ukazte, ze Po(x) = 2™, kde 2t € R" je vektor o komponentéch
vy =max{0,z;} (i=1,...,n).

Jsou ddny body a = (=2,—1)T,b = (—=1,-2)",c = (0,0)",d = (1,2)". Meto-
dou nejmensich ¢tvercu prolozte témito body graf

(a) afinni funkce f(x) = ax + 3, kde a, B € R;
(b) funkce f(z) = az? + Bz + 7, kde a, 3,7 € R.

Pii pusobeni sily velikosti /' ma pruzina délku L. Namétrené hodnoty délky
pruziny v zavislosti na velikosti pusobici sily jsou uvedeny v tabulce.

FINJ [0]05] L [15] 2 [25] 3 |35 ] 4
Llcm] |49 6,7|84[92[10,7| 12,2135 | 159 | 16,3

Predpokladejte, ze délka pruziny se 7idi Hookovym zakonem ve tvaru L =
a+ bF, kde a je délka pruziny bez zatizeni a b je prevracena hodnota tuhosti
pruziny. Metodou nejmensich ¢tvercu naleznéte koeficienty a a b. (K vypoctu
vyuzijte vhodny software.)

Jsou ddny body (z,y)? v roving, jejichz soufadnice jsou uvedeny v tabulce.

0102030405 06]07]08]09
0,33 ] 0,60 | 0,82 [ 0,75 | 1,16 | 1,36 | 1,41 | 1,67 | 1,75
10 | 11 1213|1415 16| 1,7 18
2,07 | 2,07 | 2,34 | 2,32 | 2,72 | 2,75 | 2,88 | 2,89 | 3,00
19 [ 20 | 21 ] 22 23| 24| 25|26 | 27
3,32 (3,12 [ 3,29 | 3,16 | 3,20 | 3,08 | 3,10 | 3,13 | 3,02
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S vyuzitim vhodného softwaru naleznéte pomoci metody nejmensich ¢tvercu
neznamé parametry ve funkci f(x) (a tuto funkci vykreslete do spoleéného
grafu se zadanymi body), kterd je matematickym modelem zévislost y na z,
jestlize
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Vysila¢ vysild v casovém rozmezi 1 az 3 casové jednotky diskrétni signél
(2,4,3)T. Signal se dostane do piijimace po dvou drahéch L; a Ly s ¢asovym
spozdénim. Od vysilace k ptijimaci se signal dostane po L; za 10 casovych jed-
notek a po Lo za 12 casovych jednotek. Signal méfeny pfijimacem v casovém
rozmezi 10 az 14 ¢asovych jednotek je (1,3, 3,2, 1)T. Predpokladejte, e piijimac
bude signal §ifici se po draze L; (i = 1,2) detekovat utlumeny ve tvaru
a;(2,4,3), kde a; € {0,1} je koeficient ttlumu signdlu na draze L;. Metodou
nejmensich ¢tvercu naleznéte koeficienty a; a as.

At wy, ..., wy jsou kladnd redlnd cisla a A € M, ,(R) md fadky ay, ..., an.
Je dédna uloha (vdhovanych nejmensich ¢tvercu) minimalizujte funkei f(z) =
S wi((al, ) — b;)? na R™.
(a) Formulujte uvedenou ulohu jako obycejnou tilohu nejmensich ¢tvercu (t;.
naleznéte B € M, ,(R) a ¢ € R™ tak, aby f(z) = || Bz — ¢|[*).

(b) Ukazte, ze ma-li A linedrné nezavislé sloupce, potom jediné feseni uvedené
optimaliza¢ni dlohy je # = (ATW A)~LATWb, kde W je diagondlni matice
diag(wy, ..., wy).

Meéfenim bylo zjisténo prvnich 20 koeficientu diskrétniho signalu (y,,)5°,, které
jsou uvedeny v tabulce.

n] 0 1] 21345116 7] 8709
yn || 1,84 [ 0,29 | 0,78 [ 2,00 | 0,42 | 0,46 | 2,00 | 0,30 | 0,31 | 1,80
n| 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19
yn 110,95 | 0,35 | 1,54 | 1,15 | 0,36 | 1,32 | 1,38 | 0,35 | 1,21 | 1,37

S vyuzitim vhodného softwaru naleznéte pomoci metody nejmensich ¢tvercu
neznamé parametry matematického modelu pro predikci koeficientu signalu,
jestlize

(a) Yn = G1Yn—1 + A2Yn—2 + a3Yn—3 Pro n > 3;
(b) Yy = a1Yn—1 + @2Yn—2 + a3Yn—3 + @4Yn—s + a5Yy_5 pro n > 5.

Kromé toho vykreslete v obou piipadech ¢leny y, pro n < 100 a diskutujte
rozdil ve vysledcich uvedenych dvou modelu.

At zévislost vystupniho signdlu (y,)2, systému na vstupnim signélu (z,)>2,
je dana konvoluci posloupnosti (z,)22, s posloupnosti (h,)5, ((hn)22, po-
pisuje odezvu systému na jednotkovy impulz), tj. y, = > ., hiz,—;. Pred-
pokladejte dale, ze h, = 0 pro vSechna n > 4. Méfenim byla zjisténa hod-
nota koeficientu vy, ..., ys9 vystupniho signalu, kdyz na vstupu byl signél s
pocatecnimi koeficienty g, ..., 9. Formulujte tlohu nejmensich ¢tvercu pro
nalezeni koeficientu hg, b1, ho, hs.



Vysledky

4. conv (M) =CyNCyNC3, kde C; = {z € R? | {x,v;) < oy}, v1 = (—1,0)T, 0y =
(1,-2)T v3=(1,2)T, a1 =a; =0 a ag = 4.

6. Pro M = {0,2}, N = {1,3} je

0 = conv (M N N) # conv (M) Nconv (N) = [1,2].

7. conv (M) = C1NCyNC3NCy, kde C; = {x € R? | (z,v;) < o}, v = (=1,0)T vy =
(1, —1)T,U3 == (—1, 1>T,U3 = (1,O)T,Oél = —3,062 = 1,0[3 = 0,0é4 = 4.

11. (a)a:%, :%;
(b> a:%,ﬁz%77:—2%_

12. a~5,03cm a b~ 2,95cm/N.

13. (a) a; =~ 1,13,a0 =~ 0,7;
(b) as = —0,55,a1 ~ 2,68, a9 ~ —0, 05;
(¢) az =~ —0,22,a5 ~ 0,37,a1 =~ 1,63, a9 ~ 0, 21;
(d) a4 = 0,01,a3 =~ —0,29,a, ~ 0,50,a; ~ 1,54, a9 ~ 0, 23;
(e) ag =~ —1,13,a1 ~ 1,47, a9 ~ 1, 37.
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14. al—ﬁ~0,7,a2—ﬁ~0,44.

1 1 2
15. (a) minimalizujte f(x) = HW5A$ —Wzb ‘ , kde W = diag(wy, ..., w,).

16. (a) a3 = 0,18,as =~ —0, 14, a3 ~ 0, 96;
(b) a; = —0,37,ay =~ —0,35,a3 ~ 0,91, a4 ~ 0,49, a5 ~ 0, 31.

17. Minimalizujte f(z) = || Az — b||*, kde A je matice s Fadky a; = (o, 0,0,0), ay =

($1, xo, 0, 0)7 ceey Q20 = ($20,$19,$18,$17) ab= (yo, cee ,y20)T-



