Podminky optimality

Zadani

1. Ukazte, ze funkce f(xy,x9) = 322 + 53 + 22129 — 1027 — 2279 je konvexni.
Déle naleznéte vSechny jeji body minima.

2. At AeM,,,(R), b € R™. Je ddna tloha (nejmensich ¢tvercu)
minimalizujte f(z) = || Az — b|* na R™.

(a) Ukazte, ze se jednd o konvexni tlohu.
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(b) Ukazte na zdkladé podminek optimality pro konvexni tlohu, ze iz
argmin, ., f(z) pravé tehdy, kdyz AT Az = AT0.
3. At AeM,,,(R), D €M,,(R),beR™a X > 0. Je ddna tloha'
minimalizujte f(z) = || Az — b||* + A || Dz||* na R".
(a) Ukazte, ze se jedna o konvexni tlohu.
(b) Ukaite, ze f(z) = ((ATA+ ADTD)z,z) — 2 (Az,b) + ||b]|*.
(c) Ukazte na zdkladé podminek optimality pro konvexni ulohu, ze
argmin, ., f(z) pravé tehdy, kdyz AT Az + D" Dz = A”b.
(d) Al m=n=r+1=20, A=1 je jednotkovd matice,
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Komponenty vektoru b jsou uvedeny v tabulce.

nl 1] 2 3 45116 787 910
b, || 1,02 [ 1,06 | 1,08 | 1,15 | 1,17 | 1,20 | 1,23 [ 1,23 | 1,24 | 1,31

n | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20
by | 1,20 | 1,33 [ 1,34 | 1,38 | 1,41 | 1,40 | 1,42 | 1,49 | 1,48 | 1,47
n | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30
by | 1,51 | 1,53 | 1,53 | 1,53 | 1,56 | 1,61 | 1,62 | 1,58 | 1,63 | 1,61
n| 31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40
b, | 1,64 | 1,61 | 1,61 | 1,60 | 1,65 | 1,62 | 1,62 | 1,66 | 1,62 | 1,63

n || 41 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
b, | 1,63 | 1,63 | 1,60 | 1,60 | 1,60 | 1,54 | 1,55 | 1,562 | 1,55 | 1,48

S vyuzitim vypocetni techniky naleznéte reSeni & zadané tlohy pro nasledujici
hodnoty parametru A: A =1, A =5, A = 100, A = 1000 a A = 10000.2

1Jedn4 se o tlohu regularizovanych nejmensich étvercii. Parametr A\ se nazyvé regularizaéni
konstanta.

2Interpretace uvedené tlohy muze byt néasledujici. Komponenty vektoru b jsou naméfené hod-
noty signalu ovlivnéného sumem. Reseni zadané tlohy pak odpovida signilu po ,odstranéni®
sumu. Diky volbé matice D pozadujeme, aby se sousedni komponenty v & piili§ nelisily, nebot
| Dz|* = Zzzll(xl — x;41)?. Tedy ptivodn{ signal ,,vyhlazujeme®.




. Je dédna optimaliza¢ni uloha
minimalizujte z} + 5 + 1227 + 625 — 1179 — 71 — To
za podminek  x1 + x5 > 6,
21’1 — T Z 3,
x1, T2 > 0.
Napiste KKT podminky pro tuto tlohu a ukazte, Ze (3,3)T je jediny bod
minima.
. Je dana tloha
maximalizujte (z; — 2)? + (25 — 3)?
za podminek 3z + 215 > 6,
—x + 25172 S 3,
T S 2.
(a) Napiste KKT podminky.
(b) Jsou splnény predpoklady véty O nutnych KKT podminkach?
(c) Jsou splnény predpoklady véty O postacujicich KKT podminkéch?
(d) Ovsite, ze vektor (2,0)7 je KKT bod. Je to feseni ulohy?
. Je dana uloha
minimalizujte ax; + o
za podminek z7 + 13 < 25,
r1 —xp < 1,
kde a € R je parametr.
(a) Jsou splnény predpoklady véty O nutnych KKT podminkéch?
(b) Jsou splnény predpoklady véty O postacujicich KKT podminkéch?
(¢) Napiste KKT podminky.
(d) Urcete a tak, aby vektor (4,3)7 byl fesenim tilohy.
. At AeM,,,(R) abeR™ Je ddna tloha
minimalizujte ||Az — b||*
za podminky ||z|]* < a,
kde a > 0 je parametr. Naleznéte KK'T podminky. Jsou nutné a postacujici
pro body minima?
. At ¢ € R™\ {0}. Uvazte tilohu
maximalizujte (z,c)
za podminky ||z* < 1.

Napiste KKT podminky a pomoci nich zduvodnéte, ze jediné feseni ulohy je
T =5
lell



9. Je dana uloha

.. .o,
minimalizujte —
T2

1
za podminek — + z9 < 2,
xy

T1,x2 > 0.
(a) Ukazte, ze uvedend tloha neni konvexni.

(b) Zkoumejte souvislost s tilohou

minimalizujte e¥*™¥?

za podminek e V' + e¥2 < 2.

(Ndpoveda: Uvazte substituci z; = e¥* a xo = €¥2.)
(c) Ukazte, ze iloha z bodu (b) je konvexni.

(d) Reste zadanou tilohu pomoci tlohy z bodu (b).



Vysledky
1. (1,2)7.
4. KKT podminky jsou
Ai 4+ 24wy — 2y — 1 — py — 2p9 — pi3 = 0,
425 + 12m9 — 2y — 1 — piy + pio — pg = 0,
M1(6 — X — xz) =0,
Mg(g — 2$2 + ZL‘Q) = O,
H3l1 = 07
paze =0,
1y 2, 13, pa > 0.
5. (a) KKT podminky jsou
—2(x1 —2) = 31 — po+ pz =0,
—2(1‘2 — 3) — 2,&1 + 2;1,2 = 0,
,U,1<6 — 3%1 - 21‘2) = 0,
ILLQ(—I'l -+ 21’2 — 3) = O,
/L?)(xl - 2) =0,
ity fo, pz 2> 0.

(b) ano (je splnéna afinni podminka regularity).

(c) ne (prepiseme-li tlohu na minimalizacni, pak cilovd funkce neni kon-
vexni).

(d) (2,0)T je feSeni tlohy. (Ndpovéda: existence feseni je zarucena z Weier-
strassovy véty.)

6. (a) Ano (je splnéna Slaterova podminka regularity).
(b) Ano.
(¢) KKT podminky jsou
a+ 21y + pg =0,
1+ 2p129 — o = 0,
pr(z] 4+ 23 — 25) = 0,
po(xy — 9 —1) =0,

f1, p2 = 0.
(d) a < —1.
7. KKT podminky jsou
AT Az 4 pr =0,
u(lz]* = a) =0,
p = 0.

KKT podminky jsou nutné i postacujici podminky pro body minima.



8. KKT podminky jsou

—c+ 2ur =0,
ulllel® = 1) =0,
> 0.

9. (b) At o(y) = (e¥,e¥2). Pak § je feSenim tilohy z bodu (a) praveé tehdy, kdyz
& = p(y) je Feseni puvodni tlohy.

(d) Jediné feseni je vektor (1,1)7.



