Matematicka analyza 2
Pisemna ¢ast zkousky (XX.XX.XXXX)

Jméno a prijment: ........cccooiiiiiiiiiiis Podpis: ..oooviiiiiii
Piklad | L. 2. 3. 1. 5. S
Body

Pred zahajenim prace
e Vyplite citelné rubriku Jméno a piijmeni a podepiste se.

e Béhem pisemné zkousky smite mit na lavici pouze zadani pisemky, psaci potieby,
prukaz totoznosti a papiry, na které zkousku vypracovavate.

e Nepiste obycejnou tuzkou ani ¢ervené, jinak pisemka nebude piijata.
e Na konci kazdého pifkladu formulujte odpovéd.

e Veskeré své odpovédi zduvodnéte.

Soupis vybranych vzorca

e sin(a £ ) = sinacos § £ sin f cos a pro kazdé a, § € R.

e cos(a+ ) =cosacos S Fsinasinf pro kazdé «, 5 € R.

1—cos(2a

o sin®a =1 ) pro kazdé a € R.

1+cos(2a)

5 pro kazdé o € R.

o cos?a =
e Jakobian transformace do polarnich soutadnic: r.

e Jakobidn transformace do valcovych soutadnic: 7.

e Jakobidn transformace do sférickych soufadnic: 72 sin 6.



Zadani A
. [12 bodt] Je déna funkce

f(z,y) = V1+ 2z cos(x + 2y).

Naleznéte Tayloruv polynom druhého tddu funkce f v bodé (0,0). Tento vysledek

vyuzijte k aproximaci hodnoty f (%, 1—10)

. [12 bodu] Naleznéte vsechny body na kfivce o rovnici
(z +y)* +4(z — y)* = 16,
které jsou nejblize pocatku.
. [12 bodu] Vypoctéte integral funkce f(x,vy,z) = 2? pfes mnozinu

M={(z,y,2) ER* |20 +y+42<4,2>0,y >0,z >0}.

. [12 bodt] Je déna plocha
S = {(x,y,z) €R3’x2+z2 =1l,x>0,y€[-22],z> 0}.
Pomoci Stokesovy véty vypoctéte kiivkovy integral vektorového pole
F(z,y,z) = (x — 3z, sin(yQ) L zyS + ez)

pres kiivku C, kde C' je okraj plochy S orientovany proti sméru hodinovych rucicek,
divame-li se na néj shora.

. [4 body] Je ddna mnozina
M = {(z,y) € R*|0 < max{|z|,|y[} < 1} N {(z,y) € R? |y = —a® + 2z} .
U kazdého z bodu a = (0,0),b = (2,0) rozhodnéte, zda se jednd o

(a) hromadny bod M;
(b) izolovany bod M.

. [4 body] At ® : R? — R? je ddno piedpisem ®(z,y) = (2z,y). Naleznéte nej-
obecnéjsi tvar vektorového pole F : R? — R? tiidy C! tak, aby V- F = 0 a
V. (Fo®)=0naR

. [4 body] Je déna spojita funkce f : R?* — R a mnoZina
Q={(z,y) eR*|2” + 4y < 1}.

V integralu
/Q f(xv y) d>\2($7 y)

proved’te substituci v = x a v = 2y.



Zadani B
. [12 bodt] Je déno vektorové pole

F(z,y,2) = (:U — aze®® 3y?, 27 — ezx) )
kde a € R.

(a) Urcete vsechny hodnoty parametru «, pro které je vektorové pole F' potencidlové.

(b) Pro hodnoty parametru a z bodu (a) naleznéte potencial f vektorového pole
F tak, aby f(0,0,1) = 0.

(¢) Pro hodnoty parametru « z bodu (a) vypoététe kiivkovy integrél vektorového
pole F podél kruznice C = {(z,y,0) € R*|(x — 1)* + y* = 1} orientované
proti sméru hodinovych rucicek, divame-li se na ni shora.

. [12 bodu] Jsou dany body u = (—2,—1), v = (0,1) a w = (2,2).

(a) Formulujte ilohu o prolozeni piimky body u, v, w metodou nejmensich ¢tvercu
(tj. uved'te, zda hleddte body minima nebo maxima funkce f na M a specifi-
kujte funkci f a mnozinu M).

(b) Vyfeste ulohu z bodu (a).
. [12 bodt] Vypoctéte integrdl funkce f(z,y) = y pres kompaktni mnozinu M C R?

ohrani¢enou kiivkami y = 22 +1ay = 3 — 2%

. [12 bodua] Af kompaktni mnozina M je ¢dsti kuzelu z > /x2 + y? lezici mezi rovi-
nami z = 1 a z = 2. Pomoci Gaussovy véty vypoctéte plosny integral vektorového
pole

F(z,y,2) = (zy* 2y, " — cosy)

pres plochu S = OM orientovanou vnéjsim normalovym polem.
. [4 body] Je ddna mnozina

M = {(z,y) € R?|0 < ||(z,y) — (1, -1)|| < 2} .
Nacrtnéte M a déale naleznéte vnitiek a hranici mnoziny M.

. [4 body] At f: R? — R je tifdy C? a jeji Tayloruv polynom druhého iddu v bodé
a=(1,0) je

Ty(z,y) =3 +2(z — 1)* + (x — Dy + y*.
Rozhodnéte, zda a je bod lokalniho extrému a v kladném piipadé urcete typ tohoto
extrému.

. [4 body] Periodicka funkce f : R — R je souctem Fourierovy rady

io: sin ((2n + 1)t)‘

n?+1

n=1
Urcete (zékladni) periodu T funkce f a dale naleznéte integraly fOT f(t)sin(3t) dt a
() cos(t) dt.



Zadani C
. [12 bod1] Je déna funkce
f(z,y) = 2* + 22y + 3y* — o + 2y.

(a) Naleznéte bod a nélezici grafu funkce f, ve kterém je tetnd rovina rovnobézna
s rovinou 2z — 3y + 2 = 6.

(b) Naleznéte vsechny jednotkové vektory h tak, aby Vj f(0,0) = 0.
. [12 bodu] Klasifikujte v8echny stacionarni body funkce

1
fz,y) = 42* — 22° — 2%y + §y2.

. [12 bodu] Vypoctéte integral funkce f(z,y, 2) = z pres kompaktni mnozinu M C R3,
ktera je ohrani¢ené plochami x =0,y =22, y =8, 2=0a 2z = 1.

. [12 bodu] Pomoci Greenovy véty vypoctéte kiivkovy integréal vektorového pole
F(z,y) = (—y® +sinz, 3¢? + 2?)
podél kladné orientované Jordanovy kiivky C', ktera je hranici mnoziny

M= {(z,y) eR*| 2>+’ <1,—y <z <y}.

. [4 body] Rozhodnéte, zda lze funkei f(z,y) = £ dodefinovat v bodé a = (0,0)
spojité. V kladném piipadé urcete hodnotu spojitého rozsiteni funkce f v bodé

a = (0,0).
. [4 body] Je dédna kiivka

C = {(z,y,2) €R3‘x2+z2 =l,y=x+z}.
(a) Naleznéte néjakou parametrizaci C'.
(b) Urcete jednotkovy te¢ny vektor 7 v bodé a = (\/Li’ V2, \%)
. [4 body] At f(z,y) =In(1 + 2? + y?) a F(x,y) = Vf(x,y).

(a) Vypoctéte [, F(z,y) - ds, kde C' ma parametrizaci p(t) = (2t — 1,#* +t),
te[0,1].

(b) Naleznéte jednotkovy vektor h udavajici smér nejvétsiho rustu funkce f(z,y)
v bodé a = (1, —-1).



Zadani D
. [12 bodi] Je déna funkce
P, y) = In(ay) + =2,

Naleznéte Tayloruv polynom druhého tddu funkce f v bodé (1,1). Tento vysledek

vyuzijte k aproximaci hodnoty f (%, %)

. [12 bodu] Naleznéte vsechny body minima a body maxima funkce
f(z,y) =22 + 3y* — 4x

na mnoziné M = {(z,y) € R?|2? + y* < 16}.

. [12 bodu] Vypoctéte integral funkee f(x,y, z) = y pfes mnozinu

M:{(x,y,z)€R3|1§x2+y2+22§4,y20,220}.

. [12 bodt] Pomoci Greenovy véty urcete obsah mnoziny M C R?, jestlize vite, ze
hranice M je Jordanova ktivka s parametrizaci

o(t) = (-t —t), tel01].

. [4 body] Ukazte, ze neexistuje limita funkce

2,2
ﬂ%y%=%ii%
v bodé (0,0).

. [4 body] Je dédna reguldrni plocha

S = {(x,y,z) € R3|x =cosz,sinz <y<20<2< 27r}.

(a) Naleznéte néjakou jeji parametrizaci.

(b) Naleznéte jednotkovy normalovy vektor v k S v bodé a = (%, 1, %), ktery md
kladnou prvni komponentu.

. [4 body] Je ddna mnozina 2 = [0,1] x [0,1]. V integrélu

/Q £z y) dX(z,y)

proved’te substituci u = y — 2z a v = y a vysledny integrél napiste jako dvojnasobny
integrél, kde vnitin{ integrace bude pres proménnou u.



Zadani E
. [12 bodu] Je déno vektorové pole

Flr,y) = (gly) sinr, 2y — cost)
kde g : R — R je funkce t¥idy C*.

(a) Urcete vSechny mozné funkce g tak, aby vektorové pole F' bylo potencidlové
(na R?).

(b) Pro funkci g z bodu (a) spliujici g(0) = 0 naleznéte potencidl f vektorového
pole F' tak, aby f(0,2) = 0.

. [12 bodt] Klasifikujte v8echny stacionarni body funkce

1
f(5‘373/72):3724';12/4“‘222—y2(22—1)—2x+z.

. [12 bodu] Zémeénou poradi integrace spoctéte

1 % 2 /%
/ / Tt gy dy + / / C et gy dy.
0 0 1 Vy—1

. [12 bodu] At kiivka C' je prunik kruznice z? + y* = 4 s polorovinou x > 0.

(a) Naleznéte néjakou parametrizaci kiivky C.

(b) Vypoctéte kiivkovy integral funkce f(z,y) = 22 + y podél kiivky C.

. [4 body] Nacrtnéte definiéni obor a hladinu vysky 0 funkce f(z,y) =1In (z — ﬂ)

Yy T

. [4 body] At f(z,y) = sin(z* — y), a = (0,0) a g : R*> — R? je vektorovd funkce
2

takova, ze Jy(a) = _11 NE gla)=(—-1,1).
(a) Urcete diferenciél funkce f o g v bodé a.

(b) Naleznéte smérovou derivaci f o g v bodé a podle vektoru v = (1,2).
. [4 body] Je ddna funkce f(t) =% t € [0,2).

(a) Napiste Fourierovu fadu funkce f. Koeficienty ve Fourierové fadé nepocitejte,
pouze pro né uvedte konkrétni vztahy pro jejich vypocet (tj. dosadte do
obecnych vztahu dle zadéni piikladu).

(b) Naleznéte soucet Fourierovy fady funkce f v bodech 0 a 9.



Struc¢né resSeni

Zadani A

1. Snadno nalezneme, ze

Vf(z,y) = (M — V14 2zsin(z + 2y), —2vV1 + 2z sin(z + 2y)) ,

V14 2z
_ 2(1+4x)cos(z+2y)  2sin(x+2y)  2sin(x+2y)+2(14-22) cos(x+-2y)
‘ Vit2z Vit2z
Hi(z,y) = V/ (1422)3 ‘
f . 251n(m+2y)+5ﬁr+211) cos(z+2y) —4mcos(x + 2y)

Odtud plyne, ze Tayloruv polynom druhého fadu funkce f v bodé (0,0) je

DO | —

Ty(r.y) = £(0.0) + V£(0.0) - (2.5) + ~(,5)H(0,0) (y)

=1+ (1,0) (z) + %(x’y) (:; :‘21) <§>

=14z —2® — 20y — 2°

11 11 1
— =)A=, — ) =1+ —.
f(m’m) 2(10’10) i

2. Hleddme bod minima spojité funkce f(z,y) = 22 + y? na mnoziné

Proto

M= {(z,y)| (z+y)* +4(x —y)* = 16} .

Mnozina M je neprazdné a kompaktni, a proto feseni existuje. Bod minima nalez-
neme pomoci metody Lagrangeovych multiplikdtoru. Jestlize (z,y) je bod minima,
potom existuje A € R tak, ze

z+ Abxr —3y) =0, (1)
y+ AN—3z+5y) =0, (2)
(z+y)* +4(z —y)? = 16. (3)

Odectenim (2) od (1) dostaneme (z — y)(1 + 8X) = 0. Proto 2 =y nebo A = —3.

e Je-li ¥ =y, pak z (3) plyne, ze 42* = 16, a proto x = +2.

o Jelli A\ = —%, pak diky (1) je z = —y. Dosazenim do (3) obdrzime 2% = 1, a
tedy ©z = +1.

Body minima tedy musime hledat mezi body (1,—1), (—1,1), (2,2) a (—2,—2).
Protoze f(1,—1) = f(=1,1) = 2 a f(2,2) = f(—2,—2) = 8§, jsou body (1,—-1) a
(—1,1) hledané body minima.

3. Pro kazdé z € [0, 1] oznacme

ME ={(z,9) eR*|0<2<2(1—2),0<y<4—27—4z}.
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Obrazek 1: Znazornéni mnoziny M a jejiho ,fezu* M,

Mnoziny M a MF! jsou naértnuty na Obrazku 1. Z Fubiniho véty plyne, ze

(1-=2) 4—2x—4z
/zd)\gxy, // zd)\gxde—// / 22 dydzdz
M
(1-2)
/ / —2x—4zdxdz—4/ (1—z) dz:ﬁ'

4. Plocha S je nacrtnuta na Obrazku 2. Za parametrizaci plochy S volme naptiklad
vektorovou funkci

®(u,v) = (sinwu,v,cosu), (u,v) € [0, g] x [—2,2].

€
1
[ | |
[
| < 1' 1 ;
l______,_____‘
// P ,/2_ >(7
N
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Obrézek 2: Plocha S spolu s jejim okrajem C'.

Potom
o® 0

>< —_—

Oou  Ov

Odtud vidime, ze orientace plochy S indukovand parametrizaci ® je souhlasna se
zadanou orientaci okraje C'. Podle Stokesovy véty mame

/CF-ds:/S(VxF)-da

2 us
= / /2 (3v?sinu, —2v?, 3v? cosu) - (sinw, 0, cos u) du dv = 8.

= (sinwu, 0, cos u).

5. (a) Protoze (4, —q=+1) — a apro kazdé k € Nje (4, —g=+1) € M =

M \ {a}, je bod a hromadny bod mnoziny M. Bod b neni hromadny bod M,
protoze M N P(b; 1) = 0.



(b) Bod a neni izolovany bod M, protoze se jednd o bod hromadny. Bod b neni
izolovany bod M, protoze b ¢ M.

. At F(u,v) = (Fi(u,v), Fa(u,v)). Pozadavek V- F = 0 na R? znamend, Ze pro kazdé
(u,v) € R? je
OF,
ErRRar
Pozadavek V - (F o ®) = 0 na R? je splnén pravé tehdy, kdyz pro kazdé (x,y) € R?
je 2%(230, y) + %(Qx,y) = 0. Tedy pro kazdé (u,v) € R? je

(u,v) =0.

OF, OF, B
2%(% v) + %(u, v) = 0.
Diky tomu plati
OF _OF, B
%(U,U) = %(U, v) =0

pro kazdé (u,v) € R?. Odtud Fi(u,v) = o(v) a Fy(u,v) = ¢ (u), kde p,9 € C*(R).

. At ®(u,v) = (u,2). V novych proménnych piejde podminka z* + 4y* < 1 na
u? 4+ v? < 1. Tedy
®(Q) = {(u,v) e R?*|u® +0* < 1}.

1 1
1

/Qf(x,y) (2, y) = 5[}1(9)“’[ (u g) Ao (u, ).

Navic
|det J g (u,v)| =

Ni= O

Proto



Zadani B

1. (a) Snadno nalezneme, ze V x F(xz,y,2) = (0, (2 — a)e?*,0). Tedy V x F = 0 na
R3 prave tehdy, kdyz o = 2.

(b) Potencidl f musi spliovat

af o 2z
g(x,y,z)—x 2ze™,
of a2
a_y(x7y7z) _3y 9

of

—(z,y,2) = 2* — e**.

0z

Integraci rovnice (4) dostaneme

f(xvyaz) -5

.CL’2

2

— ze* + g(y, 2)

kde ¢(y, z) je zatim nezndmé funkce dvou proménnych. Dosazenim do (5) méme

89 6 2
8—y(y,2) = 3y°,

a proto g(y, z) = y> + h(z). Mame tak

f(x7y7 Z) =

1‘2

2

— —ze® +yP+h

K uréeni nezndmé funkce h vyuzijeme rovnici (6). Dosazenim obdrzime rovnici
h'(z) = 2%, Proto h(z) = % + C, kde C' € R. Z podminky f(0,0,1) = 0 plyne,

ze C'= % Tedy

f(I,y,Z):7

(c) Protoze pro a = 2 je F potencidlové na R? a C je uzaviena kiivka, je

5(72

/F-ds:O.
c

2. (a) Hleddme bod minima funkce

flk,q) = (—2k+q+1)*+(¢g— 1>+ 2k +q—2)*

na mnoziné M = R2.

z 2
— ey +

(b) Protoze f je konvexni, je kazdy staciondrni bod funkce f bodem minima. Z

podminky V f = 0 mame

Tedy k = % aq= % Hledand piimka je tak urc¢ena rovnici y = Z%:1: +

4k -3 =0,
3g—2=0.

wno



Obrazek 3: Mnozina M.

3. Mnozina M je zndzornéna na Obrazku 3. Vyuzitim Fubiniho véty dostaneme

1 /! 1
/ yd)\g(x,y):/ / ydydx:—/ (3—2%)?%— (22 +1)*dx 6.
M -1Jz241 2) 3

4. Mnozina M je zndzornéna na Obréazku 4. Protoze V - F(x,y, 2) = 2% + y?, plyne z
Gaussovy véty, ze

1
/F da—/x+y dA\s(z,y, 2) // /rdrdgpdz-gg
M

Obréazek 4: Mnozina M.

5. 7Z Obrazku 5 vidime, ze
int (M) = {(z.4) € B[ 0 < [|(.y) — (1. ~1)]| < 2},
nebot kazdy bod z této mnoziny mé néjaké okoli, které celé lezi v M. Dale
protoZe kazdé okoli bodu z uvedené mnoziny méd neprazdny prunik s M is R?\ M.

6. Ze znalosti Taylorova polynomu méame V f(a) = (0,0) a

H(a) = G ;) :

Tedy a je stacionarni bod funkce f takovy, ze v ném je Hessova matice pozitivné
definitni (protoze 4 > 0 a det Hy(a) = 7 > 0). Diky tomu je a bod lokalniho
minima funkce f.



Obréazek 5: Mnozina M.

7. Z uvedené Fourierovy tady plyne, Ze 2% =1, a tedy T" = 27. Vyuzijeme-li znalost

vztahu pro vypocet koeficientu ve Fourierové fadé, dostaneme 0 = % /i OT f(t) costdt
a 2 [\ f(t)sin(3t)dt = | | = 1. Odtud

T

/ f(t)costdt =0,
0

T

/ f(t)sin(3t) dt =

0

b 3



Zadani C

1. (a) Protoze Vf(z,y) = (2o + 2y — 1,2z + 6y + 2), md tecnd rovina v bodé (z, y, f(z,y))
normalovy vektor

v=2v+2y—1,2x+6y+2,—1).
Normalovy vektor roviny o rovnici 2z — 3y + 2 = 6 je
w=(2,-3,1).

Aby te¢nda rovina byla rovnobéznd se zadanou rovinou, musi existovat realné
¢islo A € R tak, ze v = Aw. Odtud plyne, ze A = —1 a navic

20 4+ 2y = —1,
2v + 6y = 1.

Tedy r=—1a Yy = % Protoze f (_17 %) = %’ je

1 11
a= <—1, 5, Z) .
(b) Z nulovosti smérové derivace plyne, ze
0=h-(—1,2) = —hy + 2hs.
Tedy hy = 2hsy. Protoze h je jednotkovy vektor, musi platit
1= ||h|]*> = h? + h2 = 5h2.
To znamena, ze hy = i\/ig. Proto

1
h=t(21),

2. Podminka stacionarity (nulovost gradientu) vede na soustavu rovnic

8z — 61 — 22y =0, (7)
—2*+y=0. (8)

Ziejmé (8) prave tehdy, kdyz y = 2. Dosazenim do (7) obdrzime
0=—2z(2® +31v —4) = —2x(z — 1)(z +4).

Stacionarni body proto jsou (0,0), (1,1) a (—4, 16). Hessova matice funkce f v bodé

(z,y) je
(8 —12x -2y 2
Hf(ill',y)—( —QJ’ 1 )

H(0,0) = (g 2)

Protoze



je pozitivné definitni (H ;(0,0) mé evidentné kladnd vlastni ¢isla), je (0,0) bod
lokalniho minima. Matice

Hf<171>=(i§ _12) a Hf(—4,16):(284 f)

jsou indefinitni (jejich determinant je totiz zaporny), a tedy (1,1) a (—4,16) jsou
sedlové body funkce f.

3. Mnozina M je znazornéna na Obrazku 6. Podle Fubiniho véty je

1 2 8 1 2 1
/zd/\g(x,y,z):/ / / zdydxdz:/ / z(8—x3)dxdz:12/ zdz = 6.
M 0o Jo Jas 0 Jo 0

Obréazek 6: Mnozina M.

4. Mnozina M a krivka C' jsou nacrtnuty na Obrazku 7. Z Greenovy véty plyne, ze

oF. oF
c m Oz

Ay M

T T2 3
:/ / (2rcosg0+3r251n2¢)rdrdg0:/ gcosgoJré—Lsianpdgo

s 0 s

3 [ 3 [T 3
:é_l/z sinQ(png:g/er 1—Cos(2g0)d<pzﬁ(7r+2).

g
@
>

Obréazek 7: Mnozina M a kiivka C.



D.

6.

Musime rozhodnout, zda existuje “ I)IH% f(z,y). Vysetfovani limity vzhledem k
z,y)—(0,0
primkam, které prochazeji pocatkem, dava ziejmé vzdy 0. Zkusime tedy ukazat,

ze limita existuje a je rovna nule. At ((z4,yx));=5 je posloupnost bodi riznych od
(0,0), kterd konverguje k (0,0). V polarnich soufadnicich mame x = 7 cos ¢ a
Yr = Tk Sin g, kde 7, > 0, rp — 0 a ¢y € [0,27). Proto

im f(zg, y) = lim e sin? oy cos pp, = 0,
k=400 —+o0
kde jsme vyuzili faktu, ze soucin posloupnosti s nulovou limitou s posloupnosti

omezenou mé nulovou limitu. Z definice limity tedy méame ( l)m% f(z,y) = 0.
z,y)—(0,0)

Funkei f tak 1ze v bodé (0,0) spojité dodefinovat a jeji spojité rozsiteni bude mit
v bodé (0,0) hodnotu 0.
P1i vypocétu limity jsme mohli postupovat i jinak. Staci vyuzit odhad | f(z, y)| < |z|,
ktery plati na prstencovém okoli po¢atku. Protoze |z| ma v po¢atku nulovou limitu
(plyne ze spojitosti), je . l)mz )f(x ,y) =0.

(a) Napriklad ¢(t) = (cost,cost + sint,sint), t € [0, 27].

b) Protoze a = T) a @'(t) = (—sint, —sint + cost, cost), je hledany jednot-
( 72} 1 72} 5 9 5 J Yy
kovy tecny vektor

a) [, F(x,y)-ds= f(e(1)) — f(¢(0)) =In6 —In2 =1In3.

)
(b) Snadno nalezneme, ze V f(x,y) <1+x2+y2, Hfgﬂ/ ) Proto

h= HVngH - (%‘%)



Zadani D

1. Snadno nalezneme, ze

1 1
Vf(x,y) — (_ + 6x72y+17 - 26x2y+1> 7
x Yy
1 r—2y+1 r—2y+1
—= te —2e*™Y
Hf(x,y) = ( 36_22€x72y+1 _% +4612y+1>
y

Tayloruv polynom druhého fadu funkce f v bodé (1,1) je proto

Tg(m,y):f(l,l)—i—Vf(l,l)-(m—l,y—l)—l—;(x—l y—1)H(1,1) (y—i)

=142 1)~ (= 1)~ 2~ Dy~ 1)+ S - 1)

Odtud

1010 200

2. Z Weierstrassovy véty vime, zZe existuji body minima a body maxima funkce f na
M. Pokud takové body lezi v int (M), pak jsou to nutné stacionarni body funkce
f. Protoze Vf(x,y) = (4o — 4,6y), je Vf(x,y) = (0,0) pravé tehdy, kdyz z =1 a

y = 0. Zrejmeé (1,0) € int (M), a proto (1,0) je podeziely bod z extrému.
Jestlize (x,y) € OM je bod extrému funkce f na M, pak nutné existuje A € R tak,

ze

20 — 24+ \x =0,
3y+ Ay =0,
2 +y* = 16. (11)

—
= O ©
— —

Ziejmeé (10) plati prave tehdy, kdyz A = —3 nebo y = 0.
e Je-li A = =3, pak z (9) plyne, ze x = —2. Diky (11) je potom y = ++/12.
e Je-liy =0, pak z (11) mame z = £4.
Podezielé body z extrému lezici v OM jsou (—2,v/12), (=2, —v/12), (—4,0) a (4,0).

Protoze f(1,0) = —2, f( 2,V/12) = f(—2,—V12) =52, f(4,0) = 16 a f(—4,0) =
48, jsou (—2,v/12) a (2, \/_) body maxima funkce f na M a (1,0) je bod minima
funkce f na M.

3. Mnozina M je znézornéna na Obrazku 8. Prechodem ke sférickym souradnicim
obdrzime

/yd)\gxy, / //r sin  sin 9drdgpd9—2(4——)/ sin® 0 df
(4——)/ 1 — cos(20)df = 157T
4/ Jo



Obrazek 8: Mnozina M.
4. Vyuzijeme-li Greenovu vétu s vektorovym polem F(z,y) = (0, x), dostaneme

obsah(M):/ 1d)\2(9c,y):/ O OF
M M

%(%y) By
1
1
= F(:p,y)-ds:/(O,tQ—t)-(Qt—1,3t2—1)dt:—.
oM 0 60

——(z,y) dXa(z,9)

5. Protoze

lim T -1,
(z,9)—(0,0) f( y)

r=

lim T =1,
(z, )(OO)f( )

y=0

limita v bodé (0, 0) neexistuje.
6. (a) Napriklad ¢(u,v) = (cosv,u,v), u € [sinv, 2|, v € [0, 27].
(b) Protoze a = ¢ (1, E), o (1 7r) =(0,1,0) a %—f (1, g) = (—‘/73,0, 1), je

0 0 3
S"(1 —) S"(1 —): 1,0,£ .
ou ov 2
Tento norméalovy vektor s kladnou prvni komponentu musime jesté znormovat
na jednotkovou velikost. Hledany jednotkovy normélovy vektor tedy je

B W(l 7r) 395(1,%) B 1 (10£><10\/§)
Pewn <zl A\ z) (vahie
7. 20<y<ldostaneme()<ov<I1.NavicO<z<larx=v—u,aprotov—1<u<

v. Af ®(u,v) = (v —1u,v). Potom ®1(Q) = {(u,v) € R?|v € [0,1],u € [v—1,v]}

-1 0

det J g (u,v) = ‘ 11

’ Y
Proto
/ flz,y) dXo(z,y) = / fv—u,v)|det Jg(u,v)| dAa(u,v)
Q ®1(Q)

1 v
:/ f(v—u,v)dudo.
0 v—1



Zadani E

1. (a) Protoze R? je konvexni mnozina, je F potencidlové pravé tehdy, kdyz 21 = 9&2

dy =~ Oz
na R2. Z uvedené rovnosti mezi parcidlnimi derivacemi plyne, Ze ¢’ (y)ysinx =
sinz pro viechna z,y € R. Tedy ¢'(y) = 1. Odtud g(y) =y + K, kde K € R.
(b) Z bodu (a) a podminky ¢(0) = 0 plyne, ze hleddme potencial f k vektorovému
poli
F(z,y) = (ysinz,2y — cosx).

Podle definice potencialu musi platit

% = ysinz, (12)
g—‘;j = 2y — cos . (13)
Integraci rovnice (12) obdrzime f(z,y) = —ycosz + h(y), kde h je zatim

neurcené funkce. Dosazenim do (13) mdme h'(y) = 2y. Tedy h(y) = y* + C,
kde C' € R. To znamena, ze f(z,y) = —ycosz+y*+C. Z podminky f(0,2) =0
plyne, ze C' = —2. Hledany potencial proto je

f(z,y) = —ycosx +y* — 2.

2. 7 podminky nulovosti gradientu obdrzime soustavu rovnic

r—1=0, (14)
y(y? —4z+2) =0, (15)
4z —2* +1=0. (16)

Z (14) okamzité obdrzime = = 1. Déle vidime, ze plati (15) pravé tehdy, kdyz y = 0
nebo y? = 4z — 2.

e Je-li y =0, pak z (16) mame z = _Zly

o Jeli 4> =4z — 2, pak z (16) plyne, Ze —4z + 5= 0. Tedy z = %

= +/3.

ay
Mame tak tii stacionarni body, a to konkrétnée (1, 0, —i), (1, V3, g) a (1, —/3, g)
Zbyvéa urcit jejich typ. Hessova matice funkce f v bodé (z,y, 2) je

2 0 0
Hi(z,y,2) =0 3y*—2(22—-1) —4y
0 —4y 4
Protoze
1 2 00
H, (1,0,—1) — (o0 3 0
0 0 4

je pozitivné definitni (m4 evidentné kladnd vlastni ¢isla), je (1, 0, —}1) bod lokalniho
minima. Ze Sylvesterova kritéria snadno ukazeme, ze

. 2 0 0 . 2 0 0
Iif(1,v§,1> =0 6 —4v3], fff(1,—v§,1):= 0 6 4v3
0 —4v3 4 0 43 4

jsou indefinitni matice, a proto (1, V3, 2) a (1, —V3, ;51) jsou sedlové body.



3. Uvazovany soucet dvou dvojnasobnych integralu reprezentuje integral funkce e 3z

pres mnozinu M, ktera je znazornéna na Obrazku 9. Podle Fubiniho véty mame

1 % 2 /% 1 pa?41
/ / Y gy dy +/ / C et g dy = / / e~ 3 qy da
0o Jo 1 Jyyg=1 0 Jo2a2
1 2
e —1

= / (1—a?)e ™3 dg = 3

0

Obréazek 9: Mnozina M.

4. Krivka C' je na¢rtnuta na Obrazku 10.

Obréazek 10: Kiivka C.

(a) Parametrizace kiivky C' je napifklad ¢(t) = (2cost,2sint), t € [-Z, 2] .

(b) Vyuzitim parametrizace z bodu (a) mame

/x2+yds:4/2 (2cos?t +sint) dt = 4.
C _

s
2

5. Bod (z,y) € D(f) musi spliovat 0 < © — % = xz—f Je-li zy > 0, potom |x| > |y|.
Je-li zy < 0, pak |z| < |y|. Tedy

D(f) = {(z,y) e R*|zy > 0,]z| > |y|} U{(z,y) e R? |zy <0, ]| < |y|}

Nacrtek definiéniho oboru funkce je na Obrazku 11.



6.

Obrazek 11: Mnoziny D(f) a lev(f;0).
Hladina lev(f;0) je mnozina vSech feseni rovnice % = 1. Hleddme tak vSechna

feseni rovnice 2% —y* = wy v D(f). Vynasobime-li obé strany rovnice ¢islem y% (pro
vechny body (x,y) z D(f) plati y # 0), dostaneme

2\’ x
(2) -1-2-0
Y Y

Vyuzijeme-li substituci ¢t = %, dostaneme 2 — ¢t — 1 = 0. Resen{ této kvadratické

1-5 }
x = T

rovnice jsou FeSeni 1£V5  Proto

T = 1+2\/5y} U {(x,y) € R?

Hladina lev(f;0) je v Obrézku 11 zakreslena tlustou cervenou ¢arou.

2

lev(f;0) = {(fc,y) € R’

(a) Snadno nalezneme, ze J¢(—1,1) = Vf(—1,1) = (-2, —1). Hledany diferencial
je linearni zobrazeni reprezentované Jacobiho matici

Tyeal@) = I5(-1 0 0fa) = (2.1 (1) §) = (1.,

tj. df(a) (h) = —hy — 4hs.
(b) Vu(fog)(a)=df(a)(v) =-9.

7. Je ddna funkce f(t) =t% t € [0,2).

(a) Fourierova rada funkce f je

—+o00
% + ; ay cos (mkt) + b sin (wkt)

kde

2

ap = / t? cos(mkt)dt  pro kazdé k € Ny;
2

b = / t*sin(rkt)dt  pro kazdé k € N.
0

(b) Z Dirichletovy véty plyne, ze Z;(0) = LOHCD — 94 7:(9) = Z,(1) = 1.



