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Vektorová funkce

Zobrazeńı f : D ⊆ Rn → Rm se nazývá vektorová funkce (n reálných
proměnných).

D(f) := D ... definičńı obor funkce f .
ran(f) := f(D) = {f(x) ∈ Rm |x ∈ D} ... obor hodnot funkce f .
gr(f) :=

{
(x,f(x)) ∈ Rn+m

∣∣x ∈ D} ... graf funkce f .
Je-li m = n, pak se f občas nazývá vektorové pole.
Je-li m = 1, pak se f nazývá reálná funkce (p̌ŕıpadně skalárńı
funkce).

Úmluva
Pokud je funkce zadána p̌redpisem bez explicitńıho uvedeńı definičńıho
oboru, budeme pod jej́ım definičńım oborem rozumět nejvěťśı podmnožinu
Rn, pro kterou má p̌redpis smysl.
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Vektorová funkce

Je-li f : D ⊆ Rn → R reálná funkce a c ∈ R, pak hladina (p̌ŕıpadně
vrstevnice) funkce f výšky c je množina

lev(f ; c) := f−1({c}) = {x ∈ D | f(x) = c} .

Je-li f : D ⊆ Rn → Rm, potom f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)), kde
f1, . . . , fm jsou reálné funkce nazývané složky (nebo také
komponenty) vektorové funkce f .
At’ fi : Di ⊆ Rn → R, kde i ∈ {1, . . . ,m}, jsou reálné funkce a
D =

⋂m
i=1Di. Potom p̌redpis f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)) definuje

vektorovou funkci f : D → Rm.
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Několik p̌ŕıkladů reálných funkćı

Př́ıklad (charakteristická funkce)
Charakteristická funkce množiny M ⊆ Rn je funkce

χM (x) =
{

1, x ∈M ;
0, x ∈ Rn \M.

Př́ıklad
1 f(x, y) = ex.
2 f(t, x) = sin(2πx) sin(6t).
3 p(T, V ) = nR T

V , (T, V ) ∈ [0,∞)× (0,∞).
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Polynom a racionálńı funkce

Definice (polynom a racionálńı funkce)
Polynom (v́ıce proměnných) je funkce f : Rn → R, která je součtem
konečně mnoha funkćı tvaru

αxi1
1 . . . x

in
n ,

kde α ∈ R, i1, . . . , in ∈ N0 a klademe x0
i = 1.

Jsou-li p : Rn → R a q : Rn → R polynomy a množina
Ω = {x ∈ Rn | q(x) 6= 0} je neprázdná. Potom se funkce f : Ω→ R
definovaná p̌redpisem

f(x) = p(x)
q(x) ,

nazývá racionálńı funkce.
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Důležité p̌ŕıklady funkćı

Př́ıklad (afinńı funkce)
Afinńı funkce je funkce

f(x) = (a1 · x + b1, . . . ,am · x + bm),

kde a1, . . . ,am ∈ Rn a b1, . . . , bm ∈ R.
S využit́ım sloupcového zápisu vektor̊u můžeme psát f(x) = Ax + b, kde
A je reálná m× n matice a b ∈ Rm.
Př́ıkladem (skalárńı) afinńı funkce je polynom f(x, y) = x− y + 1.
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Důležité p̌ŕıklady funkćı

Př́ıklad (kvadratická forma)
At’ Q je reálná symetrická n× n matice se složkami qij ∈ R. Kvadratická
forma je funkce

f(x) =
n∑

i,j=1
qijxixj .

S využit́ım sloupcového zápisu vektor̊u lze psát f(x) = xT Qx.
Př́ıkladem kvadratické formy je funkce f(x, y) = x2 + y2.
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Př́ıklady vektorových funkćı

Př́ıklad
Obor hodnot vektorové funkce

ϕ(t) = (t, t2)

je parabola.

-2 -1 1 2
x

1

2

3

4

y
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Př́ıklady vektorových funkćı

Př́ıklad
Obor hodnot vektorové funkce

ϕ(t) = (cos t, sin t), t ∈ [0, 2π],

je kružnice se sťredem v počátku a poloměrem 1.
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Př́ıklady vektorových funkćı

Př́ıklad
Obor hodnot vektorové funkce

ϕ(t) = (cos t, sin t, t).

je (nekonečná) spirála.
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Př́ıklady vektorových funkćı

Př́ıklad
Obor hodnot vektorové funkce

ϕ(u, v) = (cosu, sin u, v), u ∈ [0, 2π], v ∈ [0, 2].

je plášt’ válce výšky 2.
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Př́ıklady vektorových funkćı

Př́ıklad
Obor hodnot vektorové funkce

ϕ(u, v) = (cosu sin v, sin u sin v, cos v), u ∈ [0, 2π], v ∈ [0, π].

je sféra se sťredem v počátku a poloměrem 1.
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Př́ıklady vektorových funkćı

Př́ıklad

F (x, y) = (x2 − y2, 2xy)

.
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Př́ıklady vektorových funkćı

Př́ıklad (polárńı soǔradnice)
At’ p = (x, y) ∈ R2 \ {0}.

p

r

x

y

ϕ

Potom můžeme psát
x = r cosϕ,
y = r sinϕ,

kde r ∈ (0,∞) a ϕ ∈ [0, 2π) jsou jednoznačně určeny. Máme tak
definováno prosté zobrazeńı Ψ : (0,+∞)× [0, 2π)→ R2 p̌redpisem

Ψ(r, ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ).
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