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Limita funkce

Definice (limita vektorové funkce)

Necht D C R", a je hromadny bod mnoziny M C D a f: D — R™ je
vektorova funkce. Rekneme, e L € R™ je limita f v bodé a vzhledem
k M, jestlize pro kazdou posloupnost ()5 bodi v M \ {a}
konvergujici k a plati f(xy) — L pro k — +00. Pokud L je limita f
v bodé a vzhledem k M, pak piseme

lim f(x) = L.

r—a
xeM
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Limita funkce

Umluva
Misto
lim f(z) = L
xeM

budeme pro jednoduchost asto psat jen
(1) alj1_r)r(11 f(x) = L, jestlize M = D,
Q@ lim f(x) = L, jestlize M = {x € D|V ()}, kde V(x) je n&jaka

V()
vyrokova forma.
v
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Limita funkce

Véta (Heineho véta)

Necht f : D — R™, kde D C R", je vektorovd funkce, a je hromadny bod
mnoziny M C D a L € R™. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
Q lim f(x) = L.
xeM
@ Pro kazdé € > 0 existuje 0 > 0 tak, Ze pro kazdé x € P(a;d) N M je
f(x) e U(L;e).

.

Dikaz: Vynechavame (analogické jako v jedné proménné). |

Tvrzeni (jednoznacnost limity vektorové funkce)

Existuje-li limita vektorové funkce f : D C R™ — R v bodé a € R"
vzhledem k M C D, pak je urena jednoznacné.

Dikaz: Viz prednaska. |
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Limita funkce

P¥iklad (zakladni p¥iklady)
Q@ At ceR™a f(x) =c, ¢ € R". Potom pro kazdé a € R" je

Jlim fx)=c.

Q Atie {1,...,n}. Redlnd funkce o;(x) = z;, x = (z1,...,2,) € R",
se nazyva i-ta souradnicova projekce. Pro kazdé a € R je
lim o;(x) = 0i(a) = a;.

r—a

© Pro kazdé a € R" je

lim [l = [lal.
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Limita funkce

Tvrzeni

Necht f : D C R™ — R™ je vektorova funkce, a je hromadny bod
mnoziny M C D a L € R™. Potom je ekvivalentni:
o %1_1(}1}1 f(x) = L.
reM
@ Pro kazdou mnozZinu N C M takovou, Ze a je jeji hromadny bod,
plati lim f(x) = L.

zeN )
Dikaz: Viz prednaska. |
Priklad
Limita
2y
lim —/———

(@9)—(0,0) ¢ + y?

neexistuje.
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Limita funkce

Tvrzeni (konvergence vektorové funkce po slozkach)

Necht f : D C R™ — R™ je vektorovd funkce a a je hromadny bod
mnoziny M C D. Jestlize fi,..., fm jsou slozky vektorové funkce f a
L= (Ly,...,Ly,)€R™, potom je ekvivalentni:

® liny f(x)=L.

xeM
Q lim fi(x) = L; pro kazdéi=1,...,m.
r—a
rxeM
V.
Dikaz: Viz prednaska. |
Priklad
(z,y)—(—34)
Martin Bohata Matematicka analyza 2 Limita a spojitost 7/18



Limita funkce

Tvrzeni
Necht a € R, lim f(z) = A a lim g(x) = B. Pak
zeM xeM
Q lim af(z) =ad;
zeM

Q@ lim f(z)+g(x) = A+ B;
reM

lim f(x)g(x) = AB;

r—a
reM

9(z)
eM
existuje-li 6 > 0 tak, Ze f(x) < g(x) pro kazdé x € M N P(a;0),
potom A < B;
Q je-li f(x) < h(x) < g(x) na M a A= B, potom lim h(xz) = A.
zeM

. . v s . M_é-
je-li g(x) # 0 pro kazdé x € M a B # 0, potom lim =£,;
xr

© 6 o

Diikaz: Viz prednaska.
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Limita funkce

Priklad
o
h |x] y =0.
—(0,0) /2% + y?
(2]
lim 32 — a:y
(@y)—(-11) 22 +y2
° 1
X COS —
lim —Y% =
(z,y)—(0,0) 1 + 22 + y?
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Limita funkce

Véta (limita sloZzené funkce)

Necht f : ECR™ - R ag:D CR" — R™. Pfedpoklidejme dile, Ze
plati

@ a je hromadny bod mnoZiny M C D;

@ b € E je hromadny bod mnoziny N C E ag(M) C N;
@ lim f(y) = f(b) a lim g(x) = b;
y—b r—a

yEN xeM
Potom lim f(g(x)) = f(b).
xeM

Dikaz: Vynechavame.
Priklad

sin(z + y)

im =1.
(z,y)—(0,0) T+Y
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Spojitost

Definice (spojita funkce)
Necht D CR" aa € D.
© Rekneme, e vektorové funkce f: D — R™ je spajita v bodé a,
jestlize pro kaZdou posloupnost (azk.);iol bodii v D spliiujici ;, — a
pro k — +oo plati f(xx) — f(a) pro k — +oc.
@ Funkce f: D — R™ se nazve spajita na M C D, jestlize f je
spojitd v kazdém bodé M. Je-li f spojitd na svém definicnim oboru
D, pak kratce fikdme, ze f je spojita.
© Mnozinu vSech spojitych vektorovych funkci f : M C R® — R™
znatime symbolem C(M;R™). Je-li m = 1, pak misto C'(M;R)
piseme jen C'(M).
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Spojitost

Véta (charakterizace spojitosti v bodé)

Necht a € D CR"™ a f: D CR" — R™. Potom je ekvivalentni
Q f jespojitda va.
@ Plati jedna z nasledujicich podminek:
(i) a je izolovany bod mnoziny D;
(i) lim £(@) = f(a).
© Pro kazdé € > 0 existuje 0 > 0 tak, Ze pro kazdé x € U(a;0) N D
plati (@) € U(f(a); ).

Dikaz: Vynechavame.
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Spojitost

P¥iklad (spojitost konstantni funkce)
At ¢ € R™. Funkce f(x) = ¢, x € R", je spojita. J

Ptiklad (spojitost soufadnicové projekce)

Necht i € {1,...,n} a 0; : R" — R je i-t4 souFadnicovd projekce (tj.
oi(x) = x;). Potom o; je spojita.

Ptiklad (spojitost normy)
At f(x) = ||z||, = € R™. Potom f je spojita. J
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Spojitost

Tvrzeni (spojitost slozek vektorové funkce)

Atac€ DCR"af:DCR" — R™ je vektorova funkce se slozkami
fi,---y fm. Potom f je spojitd v bodé a pravé tehdy, kdyz pro kazdé

i€ {l,...,m} je f; spojitd v bodé a.

Dikaz: Viz prednaska.

Priklad

Vektorova funkce

q)(t7$)y7 Z) = (t,l‘ - Uta Y, Z) )

kde v € [0,00), je spojitd vektorova funkce.
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Spojitost

Tvrzeni (spojitost a aritmetické operace)

Necht redlné funkce f a g jsou spojité v bodé a. Potom
Q f+ g jespojiti va;
Q fg je spojita v a;

@ jestlize g(a) # 0, potom gje spojitd v a;

Dikaz: Viz prednaska. |
Priklad
@ Kazdy polynom je spojitd funkce.

@ Kazda racionalni funkce je spojitad a jeji defini¢ni obor je oteviena
mnozZina.
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Spojitost

Tvrzeni (spojitost sloZzené funkce)

Necht f : ECR™ — RP ag: D CR" — R™. Jestlie vektorova funkce
g je spojitd v bodé a a vektorovd funkce f je spojitd v bodé g(a), potom
vektorovd funkce f o g je spojitd v bodé a.

Dikaz: Viz prednaska. |
Priklad
Vektorové pole
T
F(x) = -—>
]

je spojité (na svém defini¢nim oboru R™ \ {0}).
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Spojitost

Priklad

Funkce )
ysiny

f(x,y)zm

je spojitd na svém defini¢nim oboru a lze spojité rozsitit do bodu (0, 0).

v

Priklad

Funkce
Yy

f(xay)zm

je spojitad na svém defini¢nim oboru a nelze spojité rozsitit do bodu (0, 0).

v
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Spojitost

Véta (charakterizace spojitosti pomoci otevienych mnozin)

Pro kazdou vektorovou funkci f : D C R™ — R"™ jsou nasledujici vyroky
ekvivalentni:

Q f je spojita.
@ Pro kazdou otevienou mnozZinu V- C R™ existuje oteviena mnoZina
Q CR™ tak, Ze fH(V)=QND.

Dikaz: Vynechavame.
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