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Motivace

e At f: D C R? — R pfitazuje bodiim na mapé D nadmoiskou vysku.

@ V mapé se vyddme z bodu a rovnomérné ptrimocare rychlosti v. Jaka
bude okamzita zména nadmotské vysky v bodé a?
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Motivace

e Zkonstruujeme ,pratezovou funkci” ¢(t) = f(a + tv).

o Okamzita zména nadmorské vysky v bodé a pfi rovnomérné
primocarém pohybu rychlosti v je

ren e () = (0)
v (0) = %g% t t—0 t
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Smérova derivace

Definice (smérova derivace)

At f: D CR"™ — R™, a je vnitini bod mnoZiny D a v € R™. Vektor
Vo f(a) € R™ se nazyvad smérova derivace (fadu 1) funkce f v bodé
a podle v, jestlize

V. f(a) = lim fla+tv) — fla)

t—0 t

Ma-li f v néjakém bodé smérovou derivaci (Fadu 1) podle v, potom se
funkce

Vof ix— Vyf(x)

nazyvad smérova derivace (fadu 1) funkce f podle v.
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Smérova derivace

@ Polozme ¢(t) = f (a + tv). Potom

kde ¢'(0) = (£1(0), .- ., ¢;,(0)).
e Existuje-li smérova derivace V, f(a), pak je uréena jednoznaéné.
o Vyf(a) = (Vufi(a),...,Vyfm(a)), ma-li jedna ze stran rovnosti

smysl.
(] V()f (a) =0.
e Funkce f(x) = ||z je spojita, ale nema smérovou derivaci v bodé 0

podle zadného vektoru v # 0.
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Smérova derivace

Priklad
Q@ At ce R™ a f(x) = c. Potom pro kazdé v,z € R" je

Vof(x) =0.

@ Mgjme funkci f(z,y) = —2 — 4y? a vektor v = (vy,v2) € R2. Potom
Vof(z,y) = —2zv1 — 8yve.
Speciélné

Vi f(2,1) = =8,
Vi f21) =4
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Smérova derivace

Tvrzeni (smérova derivace a aritmetické operace)

Necht resiné funkce f a g maji smérovou derivaci v bodé a podle v.
Potom

0 v'u (f +9)(a) =Vyf(a)+ Vyg(a),

( 9)(a )=[ vf(a)]g(a) + f(a) [Vug(a)l;
(a) # 0, pak

! () VoS @) g(@) ~ f(a) [Vuog(a)]
g [g(a)?

Dikaz: Viz prednaska.
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Smérova derivace vyssich radi

Definice (smérova derivace vyssich fadi)
At f: D CR"” — R™,
@ Je-li k > 2 prirozené Cislo, v1,...,vr € R™ a a je vnitfni bod
defini¢niho oboru funkce V,, ...V, f, potom se vektor

Vo, - Vo f(a):=Vy, (Ve --- Vo, f) (a)

nazyva smérova derivace funkce f Fadu k v bodé a podle
V1,...,0Uk.

@ Existuje-li v néjakém bodé smérova derivace funkce f ¥adu k podle
v1,...,V € R™, potom funkci

Vo, - - Vo f ix—=Vy, ...V f(x)

nazyvame smérovou derivaci funkce f Fadu k podle vq, ..., vg.

v
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Smérova derivace vyssich radi

@ Znaceni:
o V) f(a):= f(a) pro kazdé h € R™.
o Vi f(a) ... smérova derivaci ¥adu k € N v bod& a podle
U1 :h,...,'vk:h.

o Pozdéji si ukaZeme, Ze obecné neplati rovnost mezi V,,V, f(a) a
VoV f(a).
Priklad
UvaZme funkci f(x,y) = —2? — 4y%. Jiz vime, Ze pro v = (v1,v2) € R? je
Vof(z,y) = —2xv1 — 8yvs. Pro w = (wy, ws) € R? proto je
VwVaef(z,y) = —201w1 — 8vaws.

Specialné

Vo f(x,y) = —20f — 803.
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Je smérova derivace V, f(a) linearni vzhledem k v?

Pro funkci f(x,y) = —2? — 4y? je pro kazdé (z,y) € R? zobrazeni
v = (v1,v2) = Vo f(2,y) = —2z01 — 8yvs
linearni. Je to obecny jev?

Tvrzeni (homogenita smérové derivace vzhledem k v)

At o € R a vektorovd funkce f ma smérovou derivaci v bodé a podle v.
Potom

Vawf(a) =aV,f(a).
Dikaz: Viz prednaska. |
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Je smérova derivace V, f(a) linearni vzhledem k v?

Ptiklad
Necht v = (v1,v2) € R? a

Fz,y) = {xﬁyyz (z,y) # (0,0)

0, (x,y) = (0,0).
Potom ,
va(0,0):{zé’ je-livy € R awvg #0;
0, jelivy € Rawvy=0.
Tedy v € R? — V,,£(0,0) nenf linearni zobrazen. )
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Parcialni derivace — motivace

Umluva

Pokud nefekneme jinak, budeme pod symbolem e; rozumét i-ty vektor
standardni baze v R". Tedy

e1 = (1,0,...,0),e3 = (0,1,0,...,0),...,en = (0,...,0,1)

e Ukazali jsme si, Ze v — V, f(a) neni obecné linearni zobrazeni.
e Pozdéji vSak uvidime, Ze pro ,hezké" funkce je v — V, f(a) lineérni.
e Pokud v — V, f(a) je linearni, pak pro v = (v1,...,v,) je

vvf(a) = Zviveif(a’)'
=1
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Parcialni derivace

Definice (parcialni derivace)

Necht f: D CR"™ — R™ a a je vnitfni bod mnoZiny D. Smérova derivace

Ve.f(a) — lim f(al, e, Q1,0+, i1, ,an) — f(a)
¢ t—0 t

se nazyva parcialni derivace (fadu 1) funkce f v bodé a podle i-té
proménné. Misto V., f(a) piSeme g—i(a), kde x; oznaluje i-tou
proménnou funkce f, a v takovém pfipadé ¢asto mluvime o parcialni
derivaci (fadu 1) funkce f v bodé a podle x;.
Ma-li f parcialni derivaci v néjakém bodé, pak se

of of

B2, T — D, ()

nazyva parcialni derivace (fadu 1) funkce f podle i-té proménné
(pfipadné parcialni derivace (fadu 1) funkce f podle x;).

v
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Parcialni derivace

@ Alternativni znaleni g—i(a): Oz, f(a), 0;f(a), f,,(a) apod.
o Existuje-li parcialni derivace, pak je urcena jednoznacné.

@ Je-li f: D CR — R redlna funkce jedné realné proménné x, pak

of )
O 0) = '@
@ At fi,..., fm jsou slozky vektorové funkce f : D C R™ — R™.

Potom

of o Ofm
@ = (@ ).
ma-li jedna ze stran rovnosti smysl.

o Je-li f: D CR — R™ vektorova funkce jedne readlné proménné z,
pak misto 92 (a) pideme f'(a) (p¥ipadné 3L (a)). Zrejmé

f'(a) = (fi(a), ..., fru(a)) .
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Parcialni derivace

Ptiklad
Pro f(t) = (t,1%) mame
f(t) = (1,2).

Priklad
Je dana funkce

fla,y) = 2® = 3y° + 2™y’
Potom

0

Y () =20+ 425,

of _ 2 4 9
8y(a:,y)— 9y~ + 3z y~.
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Parcialni derivace

P¥iklad
Je-li

pak

( ) e?x—l—y
f z,Yy)= 5
Yy
2
(ZE,y) = _e2$+y>
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Parcialni derivace vyssich radi

Definice (parcialni derivace vyssich Fadi)
At f:DCR" - R™ keNaiy,...,ip € {1,...,n}. Potom parcialni
derivace funkce f Fadu k v bodé a podle x; , ..., x;, je vektor

ok f

(a) :=Ve, ... Ve, f(a).

Existuje-li v néjakém bodé parcialni derivace funkce f fadu k podle
Tiy, .-, potom funkci

oF oF
! ST ! ()
nazyvame parcialni derivaci funkce f fadu k podle z;,, ..., x;,.
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Parcialni derivace vyssich radi

Terminologie a znadeni:
@ Misto ,parciélni derivace fadu k" fikdme také k-ta parcialni derivace.

@ Smisenou parcialni derivaci rozumime parcialni derivaci, ve které
derivujeme alespon podle dvou rdiznych proménnych.

@ Misto
ok f

(a).

miZeme také psat Oy, ...0s, f(a), fxil...xik (a) apod.
@ Pokud se bezprostfedné za sebou opakuje derivovani podle jedné a

téze proménné, zapis Casto jesté zkracujeme. Napriklad

o f o> f

9y _ 975 _ 9.2
0z20x0x0y0x (@.9,2) 020120y0x (@,y,2) = 0:0;0,0: f (x,y, 2).
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Parcialni derivace vyssich radi

P¥iklad
Je dana funkce
f(z,y) = e"siny

Potom
0*f :
3 (w.y) = " siny,
o0 f .
Gz (@0) = —c"siny,
0 f
ayaﬁ (x, y) = 633 Cosy,
o0 f
920y (z,y) = €* cosy.
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Zaménnost parcialnich derivaci

Priklad
At s

) = iy pro (z,y) # 0;

0, pro (z,y) = 0.
Potom o o f
0,0) =1#-1=—"-(0,0).

Véta (Schwarzova véta)
At f:DCR" >R ai,je{l,...,n}. Jestlize existuji aggxi a aaizaj;j

na néjakém okoli bodu a a jsou spojité v bodé a, potom
0 f Q) — 0 f a)
8xj6xi - 8.%‘28.%] '

v

Dikaz: Vynechavame. |
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Dilezité rovnice (nejen) ve fyzice

© Laplaceova rovnice:
Au =0,
2 2 .y . .
kde A := % + -+ 8‘9—2 se nazyva Laplacellv operator.
7 s
@ Rovnice vedeni tepla (nazyvana také rovnice difiize):

ou

— —kAu =
T u =0,
kde k > 0.
© Vinova rovnice:
0u
W — C A'LL = O7

kde ¢ > 0.
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