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Motivace

Priklad
Je dana funkce

.'L'Qy
Fa,y) = { (z,y) # (0,0)
0, (z,y) = (0,0).
Jiz d¥ive jsme ukazali, Ze funkce f ma smérovou derivaci v bodé (0, 0)
podle jakéhokoli vektoru v € R? a v bod& (0,0) nem4 limitu (tedy nenf
spojitad v bodé (0,0)).
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Motivace

Tvrzeni

At f: D CR — R, a je vnitini bod mnoZiny D a a € R. Pak je
ekvivalentni:
@ v bodé a existuje derivace f'(a) funkce f a f'(a) = «;
(2]
. fla+h)— fla) —ah
li =0.
h—0 |h|

Dikaz: Viz prednaska.
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Diferencial

Definice (diferencial vektorové funkce)
At a je vnitini bod mnoziny D C R™ a f : D — R™. Linedrni zobrazeni
L : R™ — R™ se nazyva diferencial vektorové funkce f v bodé a,

jestlize
L flat k)~ fla) L) _
h—0 Ilh|
Diferencial funkce f v bodé a budeme oznaovat symbolem df(a) a jeho
hodnotu v bodé h budeme oznatovat symbolem df(a) (h). Ma-li funkce f

diferencial v bodé a, potom Yikame, Ze f je diferencovatelna v bodé a.
v

o Plati

df(a) (h) = (dfi(a) (h),...,dfm(a)(h)),

ma-li jedna ze stran rovnosti smysl.
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Diferencial

At f: D CR™ — R™ je diferencovateln4 v bod& a. Polozme

[[R] ’

Hath)—f@)—dfla)t)  jelig 1 he D\ {a);
w(h) = |
(h) 0, je-li h = 0.

Existuje okoli U(0) lezici v defini¢nim oboru funkce w.
’llli%w(h) =0=w(0).

@ Pro kazdé h € R" splaujici a + h € D je

fla+h) = f(a)+df(a)(h)+[|h]w(h).

Pokud h je blizko 0, pak

fla+h)~ f(a)+df(a)(h).
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Diferencial

Priklad

Necht ¢ € R™ a vektorova funkce f : R” — R™ je dana predpisem
f(x) = c. Potom pro kazdé a € R" je

kde 0 : R™ — R™ je identicky nulové zobrazeni.

Priklad

Necht f : R™ — R™ je linedrni zobrazeni. Potom pro kazdé a € R" je

df(a)=f.
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Reprezentace diferencialu

Definice (gradient a Jacobiho matice)
Q Jestlize f: D C R™ — R mé v8echny parciélni derivace (1. fadu)
v bodé a, potom vektor

vi@ = (3@ (@)

se nazyva gradient funkce f v bodé a. Misto V f(a) se také Casto

pise grad f(a).
Q@ Jestlize slozky fi,..., fm vektorové funkce f: D C R™ — R™ maji
v bodé a viechny parcialni derivace (1. fadu), potom m X n matice

(@) ... F(a) Vfi(a)
Jpla)=1 =+ 1=
Un(a) ... Y=(a) V fm(a)
se nazyva Jacobiho matice funkce f v bodé a. )
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Reprezentace diferencialu

Véta (souvislost diferencialu a smérové derivace)
Jestlize f1,..

., fm jsou slozky vektorové funkce f : D C R™" — R™
s fm J y

diferencovatelné v bodé a, potom pro kazdé h € R™ existuje Vi f(a) a

df(a)(h) =Vif(a) = (h-Vfi(a),....h-Vfn(a)).

V takovém pripadé miiZzeme s vyuZitim sloupcového zapisu vektorti psat

df(a)(h) = Vnf(a) = J¢(a)h.

Diikaz: Viz prednaska.

@ Pokud diferencial vektorové funkce existuje, je urcen jednoznacné.

@ Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé a, pak zobrazeni v — V, f(a)

je nutné linearni.
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Reprezentace diferencialu

Tvrzeni (spojitost diferencovatelné funkce)

Jestlize vektorova funkce f je diferencovatelnd v a, pak je v a spojita. J

Dikaz: Viz prednaska. |

Véta (postacujici podminka existence diferencialu)

Jestlize vektorova funkce f ma na okoli bodu a spojité vsechny parcialni
derivace (1. Fadu), pak je v bodé a diferencovatelnd.

Duikaz: Vynechavame. n
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Reprezentace diferencialu

Priklad
Je dana funkce
flzy) = a® — 2%

Tato funkce je diferencovatelna a

df(z,y) (h, k) = 2zh — 4yk.

Priklad

Mé&jme vektorovou funkci

f(x7y) - (:L‘ - ey’x2 +y)

Ta je diferencovatelnd v kazdém bodé a

oo, 7)()-()
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Poznamka k zapisu diferencialu ve fyzice a inzenyrstvi

Ve fyzice se diferencial redlné funkce f v bodé a Casto pise ve tvaru

_of of
df(a) = o (a)dxy + -+ P (a)dzy,.
Jaky vyznam maji symboly dzq,...,dz,?

e Pfipomerime, Ze i-td soufadnicova projekce je funkce o;(a) = a;.
Misto o; pisSme x;.

@ Potom pro kazdé h € R™ mame

of

df(a) (h) = 5-(a)dzi(a) (h) + - + 5-—(a)dwn(a) (h).
n

e Protoze dz;(a) nezavisi na a, piseme jen dz; misto dz;(a). S touto
konvenci obdrzime
0

Lo

. (a)dzy,.

df(a) = (,ii(a)dm + -
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Sméry nejvétsiho ristu a poklesu

Tvrzeni (sméry nejvétsiho rastu a poklesu)

Necht f: D C R™ — R je diferencovatelnd v bodé a.
Q Je-li h € R" jednotkovy vektor, potom

Vif(a) € [=IVf(@)l,[IVF(a)]].

Q Je-liVf(a)#0ah= ||VfE 3” potom Vi f(a) = ||V f(a)].

@ Je-liVf(a)#0ah=— ||§ng;\\ potom Vi f(a) = —||Vf(a)|.

Dikaz: Viz prednaska.
At Vf(a)#0.

e Vf(a) ... udava smér nejvétsiho ristu funkce f v bodé a.

e —Vf(a) ... udavd smér nejvétsiho poklesu funkce f v bodé a.
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Sméry nejvétsiho ristu a poklesu

Pf¥iklad
Je déna funkce f(z,y) = 22 + 232

o Jednotkovy vektor udavajici smér nejvétsiho ristu funkce f v bodé
_ tagy— V@) (1 2
a=(L1)je v =5id = (J5 )

o Jednotkovy vektor udavajici smér nejvétsiho poklesu f v bodé

o= ¥ - (k)

Vi@l —
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Te¢na nadrovina

Definice (te¢na nadrovina)

Necht f: D C R™ — R je diferencovateln4 v bod& a. Teéna nadrovina
ke grafu funkce f v bodé (a, f(a)) je mnozina

{(x,zni1) | 2ni1 = fla) + (€ —a) - Vf(a)}.
Pro kazdé o # 0 se vektor

a(Vf(a),—1) e R*H

nazyva normalovy vektor ke grafu funkce f v bodé (a, f(a)).

Specialni pripady:
e n =1 ... tecna (ptipadné tecna primka).

@ n =2 .. tecna rovina.
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Te¢na nadrovina

Te¢na nadrovina ke grafu funkce v bodé (a, f(a)) je graf afinni funkce

9(x) = f(a) + (z —a) - Vf(a) = f(a) +df(a) (z — a).

Je-li & blizko bodu a, pak mizeme psat
f(z) = f(a) + (x —a)-Vf(a).

Priklad

Hledejme tecnou rovinu ke grafu funkce
f(z,y) = zarctg (;ry2> .

v bodé (1,1, %) a pfibliznou hodnotu &isla f (%, %—8)_
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Te¢na nadrovina

P¥iklad (pokracovani)

Te&na rovina ke grafu funkce f v bodé (1,1,7) ma rovnici

T w42
z=—-+

(x—1)+ (y — 1).

4 4

Diky tomu f (1—0 —g) = i—éw.

Martin Bohata Matematicka analyza 2 Diferencial 16 /23



Derivace slozeného zobrazeni

Véta (o derivaci slozeného zobrazeni)

At f: E CR™ — RP je diferencovatelnd v bodé b ag: D C R" — R™ je
diferencovatelnd v bodé a. Jestlize g(a) = b, potom funkce h = f o g je
diferencovatelna v bodé a a plati

dh(a) = df(b) odg(a).

Dikaz: Vynechavame. |
V tedi Jacobiho matic Ize zavér predchozi véty formulovat ve tvaru

Ji (@) = J; (b) Ty ().
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Derivace slozeného zobrazeni

Dusledek (Fetizkové pravidlo)

At f: E CR™ — R je diferencovatelnd v bodé b a g : D C R® — R™ je
diferencovatelnd v bodé a. Jestlize g(a) = b a h = f o g, potom pro kazdé
ie{l,...,n} je

oh Og T of dg;
— b) - = b) =~ .
;@ =V GE@ =3 5 5@
Dikaz: Viz prednaska. |

V pripadé n = 1 se retizkové pravidlo redukuje na

M@=V @=3 2 b)),
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Derivace slozeného zobrazeni

Priklad

Necht f(u,v) = uwv? a g(x,y) = (zcosy,x + 2y). Z Fetizkového pravidla
pro h = f o g obdrzime

oh

%(m,y) = (x4 2y)? cosy + 2 (x + 2y) z cosy

oh 2 .

a—y(az,y) = —(x+2y) zsiny + 4 (x + 2y) x cos y.

Priklad
Mé&jme danu spojité diferencovatelnou funkci f : R — R. Potom funkce

g(z,y) = f(xy) je FeSenim rovnice

dg dg B

na R2.
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Aplikace diferencialu — linearizace soustavy ODR

At Q C R" je otevfend mnozina a f : Q — R™ ma spojité parcialni
derivace (prvniho ¥adu) na 2. Uvazme soustavu diferencialnich rovnic tvaru

Necht a € Q je ekvilibrium dané soustavy (tj. f(a) = 0). Protoze pro
kazdy bod x blizko bodu a miizeme psat

f(x) =~ fla) + J¢(a) (z —a),
je
z'(t) = J¢(a) (z(t) — a).
Uvazime-li substituci u(t) = x(t) — a, dostaneme

w/(t) = Jp(a)u(t).

Tato soustava se nazyva linearizaci soustavy x'(t) = f(x(t)) v bodé a.
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Aplikace diferencialu — linearizace soustavy ODR

Priklad
Uvazujme rovnici

!
Jl—y,

y = —y —sinz.

Linearizace této soustavy v bodé (0,0) je

/I
r =Y,
/

Yy =—-y—x.
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Aplikace diferencialu — linearizace soustavy ODR

P¥iklad (pokracovani)
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7

Y,
y =—y+uz.

f—

|

N
W\\\\u\/ ,

., h.«v..‘ #

Linearizace v bodé (7,0) je

e

Aplikace diferencialu — linearizace soustavy ODR
Ptiklad (pokracovani)
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