Matematicka analyza 2
Funkce t¥idy C*

Martin Bohata

Katedra matematiky
FEL CVUT v Praze
martin.bohata®©fel.cvut.cz

Martin Bohata Matematicka analyza 2 Diferencial 1/19



Funkce tfidy C*

Definice (Funkce tiidy C*)
At ) C R" je otevfend mnoZina.
© Rekneme, e f: Q — R™ je tiidy C°, jestlize f je spojita.
@ Af k € N. Rekneme, e vektorova funkce f:Q—=R™ je tridy C*,
jestlize vSechny jeji parcialni derivace fadu k jsou spojité.
© Rekneme, ¥ f: Q — R™ je tidy C, jestlize f je tiidy C* pro
kazdé k € Nj.
Q@ At QC M CR"akeNyU{oo}. Rekneme, e funkce f : M — R™
je tridy C* na Q, jestlize funkce flq je tiidy C*.
MnoZina viech funkci f : Q@ — R™ t¥idy C*, kde k € NU {o0}, se znati
symbolem C*(Q;R™). Je-li m = 1, pak misto C*(£2; R) pieme jen Ck(Q).J
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Funkce tfidy C*

Alternativni nazvoslovi:
e Funkce tiidy C! (na Q) ... spajité diferencovatelna funkce (na ).
o Funkce t¥idy C* (na Q) ... k-krét spojité diferencovatelna funkce
(na Q).
Priklad
@ Polynomy jsou funkce tridy C*°.
@ Racionalni funkce jsou funkce tfidy C*°.
Q At fo(z) = |z| a pro kazdé k € N polozime

Fule) = /0 () dt.

Pro kazdé k € Ny je fi, : R — R funkce t¥idy C*, ale neni t¥idy C**1,
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Funkce tfidy C*

Plati:

o Vektorova funkce je tiidy C* na Q pravé tehdy, kdy? vechny jeji
slozky jsou t¥idy C* na Q.

C®Q) cC---cCH)co Q) c---ccl() c o)

o At f,g € C*(Q). Potom f + g € C*(Q2) a fg € C*(Q). Jestlize navic
g nenabyva nuly v Zddném bodé mnoziny 2, pak 5 c CF(Q).

o Jestlize Q C R™ a G C R™ jsou oteviené mnoziny, g € C*(Q;R™),
f € Ck@)ag(Q) CG, potom foge CFQ).

o Jestlize k,1 € N splnuji 2 <[ < k, potom parcialni derivace fadu [
funkce f € C*(Q) nezavisi na poradi proménnych, podle kterych
derivujeme.
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Taylorliv polynom

Definice (Taylorav polynom)

At k € Ny a f je realna funkce t¥idy C* na né&jakém okoli bodu a € R™.
Polynom

ko1
Zﬁmaf
=0

se nazyva Tayloriv polynom rfadu k funkce f v bodé a.

At f je realna funkce t¥idy C* na néjakém okoli bodu a € R".
@ Pro kazdé h € R" je

ka(a') = zn: h; h; L(a)

h il ik:l SRR 8171'1 o a$lk .

@ Riznych parcialnich derivaci ¥adu k funkce f v bodé a je ("Zf{l)
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Taylorliv polynom

Definice (Hessova matice)

At redlna funkce f je ttidy C? na né&jakém okoli bodu a € R™. Ctvercova
matice

82f 82f
Hy(a) = : - :
52 52
et —(a) ... ﬁ(a)

se nazyva Hessova matice funkce f v bodé a.

@ Hessova matice je symetricka.

o Je-li f redlna funkce t¥idy C? na né&jakém okoli bodu a € R", potom
s vyuzitim sloupcového zapisu vektorli miizeme pro kazdé h € R" psat

Vif(a)=h-(H(a)h).
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Taylorliv polynom
Taylortv polynom T}, ¥adu k € Ny funkce f v bodé a je
- of 1 « 0% f

Ti(x) =f (@) + > (zi — a;) 5. (@5 > (@i —a) (z; —ay) el C)
i=1 v ij=1 v
1 n 8kf
44 Ei _Zi;:l (i, — @iy) - (45, — a3) T (a).

Speciélni pripady:

Ti(x) = f(a) + (x —a) - V[(a).

@ Piseme-li vektory do sloupce, pak

Ty(z) = f(a) + (z —a) - Vf(a) + % (z —a)- (Hy(a)(z—a)).
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Taylorliv polynom

Pf¥iklad
Je déna funkce f(x,y) = In(1 + x + 2y). Prvni tfi Taylorovy polynomy
funkce f v bodé a = (0,0) jsou

TO(‘Tv y) = 07

Ty(z,y) = = + 2y,

1
To(x,y) = x4 2y — 3 (a:2 —|—4xy—i—4y2) .
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Taylorliv polynom

P¥ipomefime, Ze pokud f je redlna funkce jedné proménné tiidy C**1, kde
k € Ng, na néjakém okoli bodu a, potom

ko opG E+1)

_ f()(a) i f( (€) k+1
*g g @ gy @t

kde £ je bod lezici v otevieném intervalu s krajnimi body a, x a klademe

(r—a) =1

Bod ¢ Ize vyjadfit ve tvaru £ = a + A(x — a) pro néjaké \ € (0,1).

Polozime-li navic h = x — a, pak

f fk—i—l) + \h
flath)= Z | (k;(fl)! s

pro néjaké A\ € (0,1).
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Taylorliv polynom

o Necht x,y € R™. Usecka s krajnimi body x a y je mnozina
seg (z;y) ;= { Az + (1 - Ny[A€[0,1]}.
Véta (Tayloriiv vzorec s Lagrangeovym zbytkem)
At k € Ny, Q CR" je oteviend, a € 2, h € R" aseg(a;a+ h) C Q.

Jestlize f je redIna funkce t¥idy C*+1 na Q a T, je Tayloriiv polynom Fadu
k funkce f v bodé a, potom

1

fla+h)=Ti(a+h)+ D

VA f (a+ Ah)

pro néjaké X € (0,1).

Dikaz: Viz prednaska. |

@ Speciélné pro kK = 1 mizeme zavér predchozi véty psat ve tvaru:

fla+h) = f(a)+h-Vfa)+ %h (H{(a+Ah)h).
pro néjaké A € (0,1).
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Taylorliv polynom

Priklad
Je dana funkce
f(@,y) =In(1+ = + 2y).

Potom pro kazdé h = (5) € R? spliujici 1 + = + 2y > 0 existuje
A€ (0,1) tak, ze

fO+h) = f(z,y) =z+2y+ Rs(z,y),
kde

1 T
Ry(z.y) = 5(z,y)Hy Az, Ay) <y> :
ProtoZe pro z 4+ 2y > 0 je
|Ry(R)| < 2]|R|T,

obdrzime napfiklad f ({5, 95) ~  a | Ry (5, 55)| < 285 < 3
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Taylorliv polynom

Véta (Tayloriiv vzorec s Peanovym zbytkem)

At k €N, Q CR" je oteviend a a € Q). Jestlize f je redlnd funkce ttidy
C* na Q a Ty, je jeji Tayloriv polynom Fadu k v bodé a, potom existuje
funkce w : R™ — R tak, Ze %in}) w(h) =0=w(0) a pro kazdé

%
he{x—al|xzcQ} plati

fla+h) =Ti(a+h) +|h]" w(h).

Dikaz: Vynechavame. |
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Véta o implicitni funkci — motivace

Mé&jme danu rovnici
2?4y = 1.
At M je mnozina viech jejich Feeni.
@ Mnozina M neni grafem zadné realné funkce jedné proménné x.
@ Je mnozina M alespon lokalné grafem néjaké realné funkce jedné
proménné 7
o Na okoli bodii (—1,0) a (1,0) nelze M popsat grafem zadné funkce
proménné .

Na okoli bodu (0,1) mizZeme psat y = V1 — 2.
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Véta o implicitni funkci

Véta (o implicitni funkci)
At Q C R je oteviend, k € NU {co} a f(x1,...,2n,y) = f(z,y) je
funkce t¥idy C* na . Predpoklidejme, Ze bod (a,b) € Q spliuje

Q f(a,b)=0

@ F(a,b) #0.
Pak existuji U(a) C R™, U(b) CR a g € C¥(U(a)) tak, Ze

Q U(a) xU(b) CQ,

Q {(z,y) eU(a) xU®)| f(x,y) =0} = {(z, 9(z)) |z € U(a)},
o

89 ( ) _ Oz 70
O (@, g(x))

pro kazdé @ € U(a) a kazdéi=1,... n.

Duikaz: Vynechavame. n
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Véta o implicitni funkci

@ Lze dokazat i ,vektorovou verzi véty o imlicitni funkci.

@ Vzorec

09, H@g@)
7. = " B gta)

je jednoduchy disledek fetizkového pravidla.

Ptiklad
Je dana funkce f(z,y) = (22 — 1)% + y?. Zfejmé

M = {(z,y) € R*| f(w,y) = 0} = {(~1,0), (1,0)}.

neni lokalné grafem zadné funkce tfidy C'°°. To neni spor s Vétou
o implicitnf funkci, nebot 2 ( 1,0) = 8f(l 0) =0.
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Véta o implicitni funkci

Necht f € CY(Q), a € Q, Vf(a) #0a M =lev(f; f(a)).
e Vektor V f(a) je vektor kolmy k M v bodé a.
@ Tecna nadrovina k M v bodé a je nadrovina popsana rovnici

Vf(a)-(x—a)=0.

Ptiklad

At f(z,y) = 2®> —y? a a = (2,1,3). Te¢na rovina ke grafu funkce f

v bodé a je te¢na rovina k hladiné funkce g(x,y, 2) = f(z,y) — z vysky 0.
Jeji normalovy vektor je

Vgla) = (0. G20 -1) = 4.2 -,

coz souhlasi s nasi definici te¢né roviny ke grafu funkce.
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Véta o implicitni funkci

Ptiklad
Tecna rovina k elipsoidu
2 2 2
¢yt oz
M=S(z,y,2) ER}| - +Z 4+ =1
{(x Y, 2) 5 + 1 + 3 }
v bodé (3, —1,—2) je rovina o rovnici
LR WS SRR
6" YT AT
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Véta o inverzni funkci

Kdy lze funkci t¥idy C* alespon lokaln& invertovat tak, aby inverze byla
opét tridy C*?
Véta (o inverzni funkci)

At Q C R" je oteviend, f € C*(;R™) pro néjaké k € NU {+oc}, pro
néjaké a € Q) je J¢(a) invertibilni (tj. det Jg(a) #0) a b = f(a). Pak
existuji oteviené mnoziny U a V' v R" tak, Ze

Q@acU,beV, fjeprosté nalU a f(U)=V;
Q je-lig:V — R" inverzni zobrazeni k f|y, pak g € C*(V;R™) a navic

To(b) = [T 5(g(b)] .

Dikaz: Vynechavame. |
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Véta o inverzni funkci — zaména proménnych

Necht ¢ >0, f € C?(R?) a @ : (t,z) € R? = (2 + ct,x — ct).
o & :R? — R? a jeho inverze ®~! : R2 — R2 jsou tiidy C'.
@ Polozme g = fo® ! :R%2 — R2 Pak g je tfidy C?, f=go® a
*f _ ,|0% g O
a2 ¢ o “ovou T o
0’f 9% 0?%g 0?%g
a2~ ol * 28@8u ov?

Tedy 2 mg = 02% na R2 pravé tehdy, kdy? 2% = 0 na R2. Obecné Fedeni
vinové rovnice

P L0%f

02 ¢332

ot ox

na R2 proto je
flt,x) = o(z + ct) + Y(xz — ct),
kde p,1 € C%(R) jsou libovolné.

Martin Bohata Matematicka analyza 2 Diferencial 19/19



