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Minimum a maximum funkce

Definice (Minimum a maximum funkce)

At f:DCR" R aMC D. Rekneme, ¥¢ a € M je bod minima
(resp. bod maxima) funkce f na M, jestlize pro kazdé x € M je
f(a) < f(x) (resp. f(a) > f(x)). Je-li a € M bod minima (resp.
maxima) f na M, pak hodnotu f(a) nazyvame minimem (resp.
maximem) funkce f na M.

Poznamka:
@ a je bod maxima f na M pravé tehdy, kdyz a je bod minima —f na
M.
Terminologie a znaceni:
o bod extrému funkce f na M ... bod minima nebo bod maxima.
o extrém funkce f na M ... minimum nebo maximum funkce f na M.
@ mingeps f(x) ... minimum funkce f na M.
@ maxgzeys f(x) ... maximum funkce f na M.
@ Ve vSech vyse uvedenych pojmech Casto vynechavame ,na M",
jestlize M = D.
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Minimum a maximum funkce

Ptiklad
At f(z) = ||z|.

@ existuje pravé jeden bod minima f (na R™) a neexistuje zadny bod
maxima f (na R").

@ [ méav kazdém bodé M = {x € R"|||z| = 1} minimum a také
maximum na M.

@ f nemd v Zadném bodé M = {x € R" |0 < |||/} minimum ani
maximum na M.

Priklad

Funkce f nema bod minima.

v
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Minimum a maximum funkce

Definice (kompaktni mnozina)

Mnozina M C R" se nazve kompaktni, jestlize je omezend a uzavrena.

v

Véta (spojity obraz kompaktu)
Jestlize funkce f : D C R"™ — R™ je spojita na kompaktni mnoziné
M C D, potom f(M) = {f(xz)|x € M} je kompaktni mnoZina.

Dikaz: Viz prednaska. |

Véta (Weierstrassova véta)

Jestlize funkce f : D C R™ — R je spojita na neprazdné kompaktni
mnoziné M C D, potom existuje bod minima a také bod maxima f na M.

Dikaz: Viz prednaska. |
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Lokalni extrémy

Definice (body lokalniho extrému)

At f:DCR" >R aMC D.Rekneme, 2¢ a € M je bod lokalniho
minima (resp. maxima) funkce f na M, jestlize existuje okoli U(a) tak,
Ze a je bod minima (resp. maxima) f na M NU(a);

Terminologie:

o bod lokalniho extrému funkce f na M ... bod lokalniho minima
nebo bod lokalniho maxima.

Definice (stacionarni bod)

At funkce f je tfidy C! na n&jakém okoli bodu a. Rekneme, e a je
stacionarni bod funkce f, jestlize Vf(a) = 0.

Martin Bohata Matematicka analyza 2 Extrémy funkei 5/23



Lokalni extrémy

Véta (Fermatova véta)

AEQCR", feCYQ) aM CQ. Jestlize a € int (M) je bod lokaIniho
extrému f na M, pak a je stacionarni bod funkce f.

Diikaz: Viz prednéska. |

@ Fermatova véta dava podminku nutnou nikoli postacujici.

@ Jestlize stacionarni bod funkce f neni bodem lokalniho extrému, pak
ho nazyvadme sedlovym bodem funkce f.

P¥iklad
Bod (0,0) je sedlovy bod funkce f(z,y) = 22 — y>. J
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Stripky z linearni algebry

Znaceni:
e M, ,(R) ... mnozina vSech m x n redlnych matic.

e M, (R) ... mnozina v8ech n x n redlnych matic.

At Q € M, (R).

o Nenulovy vektor v € R™ nazyvame |V/Iastnl' vektor matice Q,
existuje-li A € R tak, Ze Qv = M. Cislo A se nazyva vlastni cislo
matice Q.

o Rekneme, %e Q je symetricka, jestlize QT = Q.

o Je-li Q symetrickda, pak vSechna jeji vlastni ¢isla jsou redlnd a existuje
ortonormalni baze v R™ tvorena vlastnimi vektory matice Q.
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Stripky z linearni algebry

Definice (definitnost matice)

At Q € M,,(R) je symetricka. Rekneme, e Q je
© pozitivné (resp. negativné) definitni, jestlize pro kazdé
x € R"\ {0} je (Qx)-x > 0 (resp. (Qz) - x < 0);
@ pozitivné (resp. negativné) semidefinitni, jestlize pro kazdé x € R"
je (Q@)- @ > 0 (resp. (Qa) - @ < 0);

© indefinitni, jestlize Q neni pozitivné semidefinitni ani negativné
semidefinitni.

v

@ Q je negativné definitni (resp. semidefinitni) pravé tehdy, kdyz —Q je
pozitivné definitni (resp. semidefinitni).
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Stripky z linearni algebry

e @ je pozitivné (resp. negativné) definitni pravé tehdy, kdyz ma

7 v

vSechna vlastni ¢&isla kladna (resp. zaporna).

@ Q je pozitivné (resp. negativné) semidefinitni pravé tehdy, kdyz ma
vSechna vlastni &isla nezdporna (resp. nekladnad).

Priklad

°Q- (3
Q- (3
0 Q- (3

(1)> je pozitivné definitni.

0\ . . e
NES pozitivné semidefinitni.

_01> je indefinitni.

Martin Bohata
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Lokalni extrémy a Hessova matice

Véta (podminky optimality druhého fadu)

At Q) C R" je oteviend, f € C?(Q) a a € §) je staciondrni bod funkce f.

@ Je-li a bod lokalniho minima funkce f, potom H f(a) je pozitivné
semidefinitni.

@ Je-li H¢(a) je pozitivné definitni, potom a je bod lokalniho minima.
@ Je-li H¢(a) indefinitni, potom a je sedlovy bod funkce f.

4

Diikaz: Viz prednéska. |

o Je-li H¢(a) pozitivné semidefinitni, pak a nemusi byt bod lokaniho
minima (viz f(z) = 23).
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Lokalni extrémy a Hessova matice

Ptiklad
Je déna funkce f(x,y) = 23 — xy + y2. Stacionarni body jsou
@ (0,0) ... sedlovy bod;

e -5 (2,1) ... bod lokaIniho minima.

Predpokladejme, ze I C {1,...,n} a Q € M,(R). Symbolem Q;
oznacime matici, kterd vznikne z Q vynechanim vsech fadkd a vSech

sloupcil indexovanych prvky z mnoziny {1,...,n}\ I.

Priklad
1 0 -3 L s

Af Q — 0 _1 2 . Potom Q{17273} — Q, Q{Lg} — (_3 0 ) a
-3 2 0

v
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Lokalni extrémy a Hessova matice

Véta (Sylvesterovo kritérium)
At Q € M,,(R) je symetricka.
Q@ Q je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz pro kazdé k € {1,...,n} je
det Q >0, kde I, = {1,...,k}.
@ Q je pozitivné semidefinitni pravé tehdy, kdyz det Q; > 0 pro kaZdou
neprazdnou mnoZinu I C {1,...,n}.

v

Dikaz: Vynechavame. |

P¥iklad
Je dana funkce 1 )
f(z,y,2) = = +y*+ - + 2z
X z

Jeji jediny stacionarni bod je (1,0,1). Jedna se o bod lokélniho minima.
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Lokalni extrémy a Hessova matice

Priklad

Hledejme body extrémi funkce

flzy)=2’y—z—y
na

M:{(aj,y)eRz‘xEO,yZO,x+y§3}.

@ Body minima f na M jsou (3,0) a (0, 3).
@ Bod maxima f na M je jediny, a to bod (2,1).
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Konvexni mnozina

Definice (konvexni mnozina)

MnoZina C C R" se nazve konvexni, jestlize pro kazdé x,y € C je
seg (z;y) C C.

Priklad
© R" a ) jsou konvexni mnoziny.
@ Intervaly v R jsou konvexni mnoziny.
Q Jeli Ae M, ,(R) abeR™, pak
M ={x e R"| Az = b}
je konvexni mnozina.

Q@ Atr>0aa€cR" PakU(a;r) a Bla;r) = {x € R"|||z| < r} jsou
konvexni mnoziny.

v

Martin Bohata Matematicka analyza 2 Extrémy funkei 14 /23



Konvexni funkce

Definice (konvexni funkce)

At f: D CR™ — R a C C D je neprazdna konvexni mnoZina. Rekneme,
Ze f je konvexni na C), jestlize pro vSechny A € [0,1] a x,y € C je

fOz+1-=Ny) <Af(z)+(1-N)f(y).

o Je-li f konvexni na svém defini¢nim oboru, pak kratce fikdme, Ze f je
konvexni.

@ Funkce f se nazyvd konkavni na C, jestlize —f je konvexni na C.
Pfiklad
At ¢ € R™. Funkce f(x) = x - ¢ je konvexn. J
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Konvexni funkce

Véta (body minima konvexni funkce)

Jestlize redina funkce f je konvexni funkce na C, potom kazdy bod
lokdIniho minima f na C' je bodem minima f na C.

v

Dikaz: Vynechavame. |
Véta (konvexnost a Hessova matice)

Necht f je realna funkce t¥idy C? na oteviené konvexni mnoZiné Q) C R".
Potom f je konvexni na Q2 pravé tehdy, kdyz H ¢(x) je pozitivné
semidefinitni pro kazdé x € Q.

Dikaz: Vynechavame. |
Ptiklad
@ Funkce f(z,y) = 2% — 2xy + 4y je konvexn.

Q At Q € M, (R) je symetrickd a f(z) = (Qx) - . Potom f je
konvexni funkce pravé tehdy, kdyz Q je pozitivné semidefinitni.
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Konvexni funkce

Ptiklad
At A € M, ,(R), b € R™. Potom
f(z) = |Az - b|?

je konvexni funkce.

Véta (stacionarni body konvexni funkce na oteviené mnoziné)

At f € C?(Q) je konvexni funkce na otevfené konvexni mnoZiné Q) C R™.
Pak a € Q) je bod minima funkce f (na ) pravé tehdy, kdyz V f(a) = 0.

Diikaz: Viz prednaska. |
Priklad
Funkce
fla,y) =o' + 4
je konvexni tfidy C*°. Ma jediny bod minima, a to bod (0,0).
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Metoda nejmensich Etvercli

At A € M, ,(R) a b € R™. Hledejme body minima funkce

[(@) = | Az b]*.

o Hledame x € R" tak, aby vzdalenost mezi Ax a b byla co nejmensi.

o Ma-li soustava Ax = b YesSeni, pak mnozina jejich feSeni se rovna
mnoziné viech bodid minima funkce f.

@ O bodech minima funkce f se ¢asto mluvi jako o FeSenich soustavy
Ax = b ve smyslu nejmensich Ctvercii.

Tvrzeni

Ata € R", beR™ a A € M, ,(R). Potom a je bod minima funkce

f(x) =||Ax — bH2 pravé tehdy, kdyZ a je FeSenim soustavy rovnic
AT Az = ATb.

Dikaz: Viz prednaska. |
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Metoda nejmensich Etvercli

Priklad
0 -1 1 3
' 1 0 -1 0 oy
At A = 11 1 |? b= 6 | Reseni soustavy Ax = b ve smyslu
1 -1 0 -3
1
nejmensich Ctvercl je | 2
3
Priklad

Metodou nejmensich ¢tverci prolozte body (—2,0), (—1,0), (0,1), (1,2),
(2,5) graf afinni funkce ax + (. Hledané parametry jsou a = g af= %.

v
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Vazané extrémy

Je dana funkce
flz,y) =y —2x
a mnozina
M = {(z,y) GRQ‘Q:Z—FyQ—l:O}.
Jak nalézt body extrému funkce f na M?
e Oznatme g(z,y) = 22 + 4% — 1.
@ V bodech extrému musi byt Vf a Vg rovnobézné.
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Vazané extrémy

Véta (Lagrangeova véta o multiplikatorech)

Necht Q2 C R" je oteviend, f,g1,...,gr € C1(Q), kde k < n, a
M={xecQ|g(x)=0,...,9x(x) =0}.

Predpokladejme, Ze a € M je bod lokalniho extrému f na M a vektory
Vagi(a),...,Vgi(a) tvofi linedrné nezvislou mnoZinu. Potom existuji
AL, .-, Ak € R tak, Ze

k
Vf(a)+ Z A\iVgi(a) = 0.

=1

Dikaz: Vynechavame. |

o Cisla A,..., )\, z predchozi véty se nazyvaji Lagrangeovy
multiplikatory.
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Vazané extrémy

o Z(x,\) = f(x)+ XK | Nigs(x) ... Lagrangeova funkce.
@ Bod x € Q je kandidat na bod lokalniho extrému f na M, existuje-li
A € R™ tak, ze

0L A
aixl(w,)\)—'“ axn(w S A) =
0% 0%
87)\1(33)\)—“' 8)%(5'3 S A) =

Priklad
At f(z,y) =2* +y*a M = {(z,y) €R2‘(x—1 =0}. Bod minima je
ziejmé (1,0), ale neexistuje A € R tak, ze

Vf(1,0) + AVg(1,0) = (0,0),

kde g(z,y) = (x — 1)2. To v8ak neni spor s Lagrangeovou vétou o
multiplikitorech, nebot Vg(1,0) netvoti linedrné nezavislou mnozinu.

v
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Vazané extrémy

Ptiklad
At
f(z,y,2z) =3z + 3y + 8z
M = {(m,y,z) €R3’x2+22 =1,92 +2% = 1}.

Bod £(3,3,4) je bod maxima a —£(3,3,4) je bod minima f na M.

Priklad

Najdéte délky z,y, z hran krabice tvaru kvadru tak, aby krabice méla co
nejvétsi objem za podminky, Ze obsah jejiho povrchu bez vika bude
12dm?. Hledané délky stran jsou =y = 2dm a z = 1dm.

Martin Bohata Matematicka analyza 2 Extrémy funkei 23/23



	title

